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CALCULO
GRADO EN INGEN. INFORM. DEL SOFTWARE. 12-13
TEMA 3. SUCESIONES Y SERIES

3.1: Sucesiones numéricas.
Sucesiones de nimeros reales: monotonia, acotacion y convergencia.

Se llama sucesién de nameros reales a toda aplicacion f : N — R. El elemento f(1) se
denomina primer término de la sucesion; el elemento f(2) segundo término, etc. Llamamos
término general de la sucesion al enésimo término  f (n).

Cuando hablemos de la sucesién {al 8, ,85,...,a, } se entenderd que nos referimos a

una cierta aplicacion f:N >R con f()=a,, f(2)=a,,..., f(n)=a,,... Para
abreviar denotaremos por {an} a la sucesion {al ,a,,85,...,4a, }

Dadas dos sucesiones {an} y {bn} , denominamos sucesion suma a la sucesion que tiene por

término general la suma de los términos generales de las sucesiones dadas. Analogamente se define
la sucesion producto y la sucesién cociente.

a

fibl-faleh! : fabl=fa b} {b_}zgzi G b %0 vn

Definiciones.
{an} es mongtona creciente < a,<a,, VN
{an} es monotona decreciente < a,za,,, VN
{an} es estrictamente creciente Sra,<a,, vn
{an} es estrictamente decreciente < : a,>a,,, VN
{a,} esta acotada superiormente <: IM eR/ a, <M vn
{a,} esta acotada inferiormente <>: ImeR/ a,>m vn

{a, } esta acotada <> : esta acotada superiormente e inferiormente <> 3K e R* / |an| <K V¥n

Ejercicio:
. ] - . n
Estudiar la monotonia y acotacion de la sucesion {an } =1
n+
Solucion:
1234
{an}: P R R I T
2 3 45
Veamos que es estrictamente creciente, es decir, a,, —a, >0

n+1 n 1
a‘n+1_a‘n = - = >
n+2 n+1 (n+2)(n+1)
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, e 1 e i
Por tanto esta acotada inferiormente por a, :E que es el infimo del conjunto de los

elementos de la sucesion.

—1 <1 vn ; asi pues la sucesion esta también acotada superiormente. Un cota superior es
n+

el 1 (que ademas es el supremo y el limite de la sucesion).

Ejercicio:
: ] . i 2n
Estudiar la monotonia y acotacion de la sucesion {an } =g nx2
n —
Solucion:

4 3 8
-2 2 2 1 5{057,023,012,...
@, {7 13' 63 } { }

Veamos que es estrictamente decreciente, es decir, a, —a_., >0

n n+l

4 o = 2n  2(n+1) _2n(n’+3n°+3n)-2(n+1)(n°-1)  4n’+6n°+2n+2 S
"™ o1l (n+1)° -1 (n* =1)(n® +3n? +3n) (n* =1)(n® +3n% +3n)
vn>2

. ) 4 .
Por tanto esta acotada superiormente por  a, :7 que es el supremo del conjunto de los

elementos de la sucesion.
2n

n®-1

inferior es el 0 (que ademas es el infimo y el limite de la sucesion).

>0 Yn>2 ; asi pues la sucesion esta también acotada inferiormente. Un cota

Ejercicio:
: ] - i 1 1 1
Estudiar la monotonia y acotaci6n de la sucesién {a, } = + +o.+
n+l n+2 n+n
Definicion de limite de una sucesion.
Se dice que un nimero real | es limite de una sucesién {a,} y se denota lim{a,}=1 6

n—oo

{a,}>1 ©:ve>0 IngeN /| vnzn, Jfa,-ll<e

Se dice que la sucesion {a, } tiene Iimite +oo y se denota lim{a, }=+w 6 {a,} >+ <

n—-+oo

vM  dn,eN/ Vnz2n, a,>M
Se dice que la sucesion {a, } tiene limite —oo y sedenota lim{a, }=-w 6 {a,}—> -0 <
n—+owo

vm 3dn,eN/ Vnz=n, a,<m

Ejemplos.
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Definicion.
Una sucesion {an } que posee limite finito se dice que es convergente, es decir,
JleR/ lim{a,}=1
n—oo
Definicion.
Se dice que una sucesion {an } es divergente si Iim|an| = 400
nN—o0

Ejemplos.
{a,}=n es divergente ( tiene limite +o0)
{an } =-N es divergente (tiene limite —oo)

{a,}=(-1)"n ={-1,2,-3,4,-5,..} esdivergente, aunque no tiene limite.

Definicion.
Una sucesidn se llama oscilante si no es convergente ni divergente.

Ejemplo:
{a,}={,0,1,0,1,...}

Definicion.
Se dice que {arn } es una subsucesion de {an } si {rn} es una sucesion estrictamente creciente de
numeros naturales.

e Si una sucesion tiene limite, finito o infinito, es Unico.

e Toda sucesion convergente es acotada. El reciproco, en general, es falso.

e Si una sucesién tiene limite, finito o infinito, todas sus subsucesiones tienen también el
mismo limite.

e Toda sucesién monotona creciente y acotada superiormente es convergente. Ademas el limite
coincide con el supremo del conjunto de los términos de la sucesion.

e Toda sucesion mondtona decreciente y acotada inferiormente es convergente. Ademas el
limite coincide con el infimo del conjunto de los términos de la sucesion.

e Toda sucesion monotona creciente y no acotada superiormente tiene limite +oo.

e Toda sucesion monotona decreciente y no acotada inferiormente tiene limite — oo

Ejemplo:

g 1)" . .
La sucesion (1+ — es creciente y acotada superiormente; por tanto es convergente y su
n

limite es un namero real (irracional) que se llama el nimero e (base de los logaritmos neperianos).
e~ 27182

Operaciones con limites de sucesiones.

si {a,} >leR 'y b,}>meR  severifica

{a, +b,} > 1+m
{aa,}—al Va eR
{anbn}—>lm
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1 _>i & —>|— sim=z0 y Db, #0 Vn
b, m b m

a
{b—”} esdivergentesi |0 , m=0 y b, #0 Vn

n

<

Si alguno o0 ambos de los limites | y m es infinito se verifican analogos resultados a los
vistos para limites de funciones.

Ejemplos.
3 2.1
3n* -2n° +1 n n® n°
n°_3n® 3 2170
1-=
n
1
1-an” 7 4
T, 12 1
n' + 145
n
4 2 1-—+—+—
n"-3n“+n+2 n n® n* 1
3 - 2o = T®
n°+7n 1 7 0
n n

Severifica {a,}—1eR o f{a,-1j->0 < {[an—l|}—>0 . En particular,
fa,}»0 o {a|f>0

Ejemplo:
., a1l 1
Lasucesion <(-=1)" =} esconvergente aceroyaque <—; loes.
n n

Ejercicio:
n’ -1
2n% +1

Justificar que la sucesion de ndmeros reales {an}: (-1" no es convergente. ¢es

divergente? ;es oscilante? Razonar las respuestas.

Teorema de la sucesion intermedia.

Supongamos que para todo n suficientemente grande b, <a, <c,. Si limb, =limc =1

n—oo n—oo

entonces lima, =1 leR 6 I=+0 6 I=-)

n—oo

Ejercicio.
1 1 1

= + Fob————
" oJdn?+1 Jn?+2 n®+n

Calcular el limite de la sucesiéon a
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Solucién:
a=b . go—s,t. -1, 1,1
N N Y N T N RN/
1 1 1 1 1
> >, >— = a,2Nh = -1
Jn?+1 Jn2+2 n?+n n?+n 1 1
+7
n
a, <n 21 = 11—>l
x/n +1 \/1+2
n

Portanto lima, =1

n—o

Corolario.

Si {a,}—>0 y {b,} esacotada, entonces {a,b,}—0

Enefecto, 0<[a,b|=la,[b,|<K]|a,| v bastaaplicarel teorema de la sucesién intermedia.

Algunos limites importantes.

n+1

a : .
* Si ™ 1 entonces 3/a, — | .Asi, por ejemplo, lim¥/n = lim—==1
n n—oo n—oo n

. .1

* St p>0, lim—=0
n—oo np
* o . logn . o :
Si p>0, lim =0 n® (p > 0)es un infinito de orden superior a logn

nN—w np

* Si |g<1, lima"=0

Nn—o0
a n
* Iim(1+—j =e? VaeR
n—oo n
Sucesiones recurrentes.

La forma recurrente de representar una sucesion consiste en dar uno o varios términos iniciales
de la sucesién e indicar la formula para calcular los términos sucesivos a partir de los dados.

Ejemplos.
a, =1, a,=na neN {1,1,2,6,24,...}
a,=0, a,=1, a,=a +a, neN {0,1,1,2,3,5,8,...} Fibonacci
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Para calcular el limite de una sucesion definida de este modo, una posibilidad es intentar
demostrar la existencia de dicho limite mediante técnicas de monotonia y acotacion , usando para
dichas técnicas generalmente el principio de induccidn, y a continuacion, para encontrar su valor se
pueden tomar limites en la expresion que define la sucesion.

Por ejemplo, para demostrar que una sucesion recurrente es estrictamente creciente
mediante induccion comprobamos en primer lugar que a; <a,; a continuacion suponemos, por

hipotesis de induccion, que a, <a,, Y demostramos que también a6 <a,,. Para

n+l
demostrar que es acotada superiormente, por induccion, tenemos que encontrar una constante M
que cumpla en primer lugar que a, < M ; a continuacion suponemos, por hipotesis de induccion,

que a, < M y demostramos que tambien a_ , < M.

n+1

Ejercicio.
Se considera la sucesion {an} de numeros reales definida recurrentemente por:

a
a=0, an+1:1+7” n>1

Demostrar, por induccion, que es monoétona y acotada. Calcular su limite.

Solucion:
3 7 15 31
a=0, a,=1, a,=—=15, a,=—=175, a,=—=1.875, a;,=—~1.9375
2 4 8 16
Demostraremos, por induccion, que es estrictamente creciente, es decir, a, <a,,; vn
Si n=1 a,=0<1=a, cierto
Supongamos, por hipdtesis de induccion, que a, <a,,, Y demostraremosque a,,, <a,,,
12 posibilidad
a, a a a .
a, <a,, = —< = 1+7“ <1+”T+1 ,esdecir, a,,<a,,
22 posibilidad
Por hipétesis de induccion a,,, —a, >0
a a a,,;—a .
a,.,—a,., :l+”7+1—(1+ 7”) = % >0 ,esdecir, a,, <a,,,

Por ser creciente esta acotada inferiormente por &, = 0. \VVeamos que esté acotada superiormente, es decir,
M eR / a, =M ¥n ; lo demostraremos por induccion.

Si n=1 a, =0<2 ; supongamos, por hipétesis de induccion, que a, <2 'y
demostraremos que a,,, <2

<2

n+l

a, <2 = a—2“<1 = 1+a—2“<2 , esdecir, a
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{a,} crecientey acotada superiormente = {a,} convergente, es decir, 3lim{a,}=1¢R

n—w

Iim{an+l}:lim{1+7”}:1+”*‘; , s decir, I:1+§ ;asipues | =2

Ejercicio.
Se considera la sucesion {an } de nameros reales definida recurrentemente:
a,=1/2 ; 7a,=a +6, si n>1

Estudiar la monotonia y acotacién. ¢Es convergente? En caso afirmativo hallar el limite. ¢Es
convergente si &, =5/27? Razonar las respuestas.

3.2: Series numéricas.

Sea {an} una sucesion de nimeros reales y formemos una nueva sucesion {Sn} de la forma:

n
S, =a s, =a, +a, o Sy=ay+a, f.ata, =) 8,
k=1
La sucesion asi formada se llama serie y se representa Zan . El nimero s, es la suma
=1

parcial n-ésima de la serie y el niumero a, es el término n-ésimo de la serie.

Convergencia y suma de una serie.

o0
Se dice que la serie Zan es convergente, divergente u oscilante segln que la sucesion de
n=1
sumas parciales {sn} sea convergente, divergente u oscilante respectivamente.

0
Si {s,} convergea I, diremos que | es la suma de la serie y escribiremos: Zan =1
=1

Si {sn} — +o0 , se denota ioan =400 ; Si {sn} — —o0 , se denota ioan =—00
n=1 n=1

El caracter de una serie no se altera si se suprimen un nimero finito de sumandos.

Ejemplos:
- 1 1

. nz;‘(n+l)(n+2)=2

! 1 ”( 1 1 j (1 1) (1 1) (1 1} (1 1 j
S, =) ——————— =Y | ————— = | = | == [+ = | - —— |+
S k+D)k+2) =\ k+1 k+2 2 3 3 4 4 5 n n+l

_)
n+l n+2 2 n+2 2

100


mailto:mjfg@uniovi.es

Manuel José Fernandez,

: (-1)" oscilante . o) :{‘10 n ir:nTarr

n

La serie geométrica.

Si |a|<1,entonces ia”:i Si |a|>1c’) a=1

n=1 1-a n=1
Si a=-1 laserie es oscilante.
Demostracion.
n
s,=> a, =a+a’+..+a" , as, =a’+a’+..+a"
k=1
i ) a_anJrl
(l1-a)s, =a—a"". Asipues sia=l, s =——
l-a
P n+l a
Si |a| <1, entonces a"* — 0 yportanto s, >
-a

Si |a| >1, entonces a"™ es divergente y por tanto S, es divergente

0
Si a=1, s ,=n—>+4ow divergente. Si a=-1, sn:{

1
Ejemplos.
1
. 3 1;6(1)”:4:1
272 -t
2
« 1 1 1,
;2” 2°+n§2n
< a 1
* 1 n_ ¢ =
Si |a< ga 1+ — 1,

Condicion necesaria de convergencia.

mjf

Y a" esdivergente.

uniovi.es

Condicion necesaria (no suficiente) para que una serie sea convergente es que el término

general de la misma converja a cero.

Ejemplos.

R n
*  Laserie Z— no es convergente, puesto que —— —>1
= n+1 n+1

. - 1 . 11 1
*  Laserie armonica Z— es divergente puestoque S, =1+ =+=+..+ = —> +©
n

n=1 n
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Operaciones con series.

o0

*Si Ya =l vy ibr,:m,entonces i(an+bn)=l+m (aa,)=al
=1

n=1 n=1 n=1 n

* Si una serie es convergente, su caracter y su suma no varian al sustituir grupos de t érminos
consecutivos por sus sumas.

* Si una serie es divergente, lo sigue siendo al sustituir grupos de términos consecutivos por sus
sumas.

* Para series oscilantes lo anterior, en general, no se verifica.

Ejemplo:
Z(—l)” oscilante -1+)+(-1+D)+..+(-1+)+...=0
=1
-1+(1-D+(1-D)+..+(1-D)+..=-1
Series con términos no negativos.

ian a, 20 Vn
=1

* Una serie con términos no negativos es convergente <> la sucesion de sumas parciales es acotada.

= S, =4, +a, +...+a, convergente y por tanto acotada.
— s, =a, +a, +..+4a, acotada(por hipétesis), monétona creciente(por ser a, >0)y en
consecuencia, S, es convergente.

* Una serie con términos no negativos es convergente o bien divergente a + oo, pero nunca es
oscilante. En efecto, al ser S, monotona creciente, se verificaque S, esconvergente o bien
divergente a +o0.

Ejemplo.

w1 . -~ . . . .
La serie Z—a llamada serie arménica generalizada converge si & >1 y diverge si o <1.
=N
=1

* Teorema de comparacion en el limite

0 0 . a
Sean Y a, ] vy Db, [2] dos series con términos positivos / 3 Ilmb—” =1. Se verifica:
=1

n—w
n=1

a)Si 1 >0y | oo las dos series convergen o divergen simultaneamente.

b) Si | =0 ylaserie [2] converge entonces laserie [1] también converge. Si 1 =0 y laserie [1]
diverge entonces la serie [2] también diverge.

¢) Si | =+o0 ylaserie [2] diverge entonces la serie [1] también diverge. Si | = +oo y la serie [1]
converge entonces la serie [2] también converge.
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Ejemplos.
=1 . 1/yn(n+7) 1 -
* ————— esdivergente ya que = —1 ylaserie » — esdiverg.
;#n(n-f-?) 1/n /1+z Z:;‘n
n
=1 1/(n2") 1 =1 & (1)
* —— esconvergenteyaque ———=——0 —= — | esconvergente
;n.Z” : yad 1/2" n Y HZ:;‘Z” T\ 2 J

Criterio de la raiz.

Sea Zan una serie de términos no negativos tal que limgy/a, =1.Si 0<1<1 laserie es

n—oo
n=1

convergente. Si | >1 la serie es divergente. Si | =1 el criterio no decide.

Ejemplo:
0 n
Z(n”" —1) es convergente ya que lim ”wl(n“” —1)n = Iim(Q/ﬁ —1): 0
n=1 nN—o0 nN—o0
Criterio del cociente.
< . P . . a . .
Sea z a, una serie con términos positivos tales que lim—%=1. Si | <1 laserie es
=1 n—o0 an

convergente. Si | >1 la serie es divergente. Si | =1 el criterio no decide.

Ejemplo:

1
S S L -0
(n+D!'1 n+1

n+l

a

Z—l es convergente ya que
= n!
=1

n

Criterio del Raabe.

=1 n—oo a

Sea Zan una serie con términos positivos tales que lim n[l—”—“) =1.Si | >1 laserie

n

es convergente. Si | <1 la serie es divergente. Si | =1 el criterio no decide.

Ejercicio:

P (1+ ﬁXl+ \/5)..(1+ \/ﬁ)

no decide y se ha de usar el criterio de Raabe).

Comprobar que la serie es convergente (el criterio del cociente

Series de términos arbitrarios: series alternadas.

Se llaman series alternadas aquellas en las que dos términos consecutivos tienen signos
opuestos, es decir, a,.a,,, <0 ¥n. La forma méas comin que presentan las series alternadas es:

-)"'a =-a,+a,-a,+a,—... ; a >0
n 1 2 3 4 n
=1
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Criterio de Leibniz.

Sea {an} una sucesion monoétona decreciente de numeros no negativos, es decir,
a, >a, >a,>...20 y, ademas, convergente a cero. Se verifica que la serie alternada:

Z (_1) " a,
n=1
es convergente.
Ejemplo:
> (-1 1 convergente.
n

n=1

* A continuacién consideraremos series arbitrarias, es decir, series que no son necesariamente ni
de términos no negativos ni alternadas.

Definicion.

o0 0
Laserie Y a, esabsolutamente convergente <>: laserie »_|a,| es convergente.
n=1 n=1

0 0
* Si ) a, esabsolutamente convergente = > a, es convergente.
n=1 n=1

Enefecto:  ¥n -la,|<a, <[a,| = 0<a, +[a,|<2a,|

nZ::|an| es convergente = nZi:(an +|an|) es convergente :gan :g(an +|an|_|an|) -

- i(an +|an|) —i|an| es convergente.

n=1 n=1

* El reciproco del resultado anterior, en general, no es cierto. Asi, por ejemplo, la

= 1 =1 .
serie » (1) = es convergente y no es absolutamente convergente yaque » = es divergente.
) n n= N

Definicion.
Las series que son convergentes, pero no absolutamente convergentes, se llaman
condicionalmente convergentes.

Suma de algunas series.
* Serie geométrica.

: PO
Si |a|<1 nzﬂla " a
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* Series aritmético- geométricas.

La serie z P(n)a" , siendo P(n) un polinomio, se denomina aritmético- geométrica. Si |a| <1
n=1

es convergente. Si llamamos S a su suma, se verifica S —aS =k + ZQ(n)an donde K es
=1

una constante y Q un polinomio de grado menor que P . Reiterando el proceso se obtiene una
serie geométrica.

* Series telescopicas.

La serie Z a, estelescopicasi a, puede escribirse en laforma: a, =b, —b

n=1

lasuma parciales s, =b, —b, ., .

y por tanto

n+1

La serie anterior converge si la sucesion {bn } converge Y en este caso:

o0

Y a, =b, —limb,

n—oo
n=1
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