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OBJETIVOS

Manejar los conceptos de sucesion y serie y
utilizar las series de potencias para
representar las funciones.



Sucesiones Numericas

Sucesiones de numeros reales: monotonia, acotacién y convergencia

Se llama sucesidon de numeros reales a toda aplicacion f: N = R. El elemento
f(1) se denomina primer término de la sucesion y llamamos término
general de la sucesién al enésimo término f(n)

Cuando hablemos de la sucesién{a,,a,..a,...} la podemos denotar como {a }

Dadas dos sucesiones {a_}y {b,} denominamos sucesidon suma a la sucesion
gue tiene por término general la suma de los términos generales

':r'l 5 "J-"'.-.- _} T -iﬂri }+ {‘E.'} : 'I"'J-'Il
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Sucesiones Numericas

Sucesiones de numeros reales: monotonia, acotacién y convergencia

Definiciones:

{a,} es mondtona creciente - a,=a., Yn

{a,} es mondtona decreciente <. a,=a,., VH

1';?} g5 estrictamente creciente =S S kb

1, esestrictamente decreciente <: a4, >d VH

{a, } esti acotada superiommente <: IMeR/a, =M wn

fa, } estd acotada inferiormente < : Ime R/ a_ =m Vn

{a_} esta acotada < - esta acotada superiormente e inferiommente <> 3K e R™ /|a |2 K Wn




Sucesiones Numericas

Definicidn de limite de una sucesion

Se dice que un numero real | es limite de una sucesion {a,} y se denota:

lim{a } =1 «:0e6>0 Cn,UN/On=n, |a,-l|<¢

Nn— oo

Se dice que la sucesion {a_} tiene limite + o y se denota:
lim{a } =+ <:0M Ln,UN/On=n, a,>M

n—- oo

Se dice que la sucesion {a_} tiene limite - y se denota:

lim{a} =-c «:OmILn,UON/On=n, a,<m

n- oo



Sucesiones Numericas

Tipos de sucesiones

Una sucesidn {a } que posee limite finito se dice que es convergente, es decir

O OR/lim{a} =

n - oo
Se dice que una sucesion {a, } es divergente si:

lim|a,| = +oo

N - oo

Una sucesion se llama oscilante si no es convergente ni divergente



Sucesiones Numericas

Subsucesiones

Se dice que {aTn} es una subsucesion de {a, } si {r,} es una sucesion estrictamente
creciente de numeros naturales

Si una sucesion tiene limite, finito o infinito, es Unico.

Toda sucesion convergente es acotada. El reciproco, en general, es falso.

Si una sucesion tiene limite, finito o infinito, todas sus subsucesiones tienen
también el mismo limite.

Toda sucesion monotona creciente y acotada superiormente es convergente.
Ademas el limite coincide con el supremo del conjunto de los terminos de la
sucesion.

Toda sucesion monotona decreciente y acotada inferiormente es

convergente. Ademas el limite coincide con el infimo del conjunto de los
terminos de la sucesion.

Toda sucesion monotona creciente y no acotada superiormente tiene limite+. o
Toda sucesion monotona decreciente y no acotada inferiormente tiene limite — oo



Sucesiones Numericas

Operaciones con limites de sucesiones

Si {a} -IOR y {b} - mOR se verifica

{a,+b} - 1+m

{aa} - al UOaUR

{a,b)} - I'm

{a} -IUOR<={a -I|} -0 Enparticular, {a.} -0<={a |} -0
<1}a1 y {a“}al simz0 yb, #0 Un

b, m b, m

N

} esdivergentesi | #0, m=0yb #0 [n



Sucesiones Numericas

Teorema de la sucesion intermedia

Supongamos que para todo n suficientemente grande B, <a,<c,

si limb, =limc, =l entonces lima, =I (IDR O =+ 0 |=—00)
n - oo n— oo n—- oo
Corolario:

Si {a} - 0y {b} esacotada, entones {a,[b,} - O

En efecto, 0<|a, (b,| =|a,|{b,| < K{a,| vy basta aplicar el teorema de la
sucesion intermedia



Sucesiones Numericas

Algunos limites importantes

Si 21 | entoncesyfa, - |

a
. .1
Sip>0, lIm—=0
n—>00np
Sip>0, Iimloﬁzo n® esun inf mayora logn
n-oo n

Sila<1, lima"=0

Iim(1+aj - DaOR
Nn—- oo n



Sucesiones Numericas

Sucesiones Recurrentes

La forma recurrente de representar una sucesion consiste en dar uno o
varios términos iniciales de la sucesion e indicar la formula para calcular
los términos sucesivos a partir de los dados

Ejemplos:

a=1 a,=na, nON {1, 1 2 6, 24.}

a,=0 a,=1 a,=a+a, nON {0,112 35.}



Sucesiones Numericas

Sucesiones Recurrentes

Para calcular el limite de una sucesion recurrente, podemos intentar
demostrar la existencia de dicho limite mediante técnicas de monotoniay
acotacion, usando para ello el principio de induccion

Por ejemplo, para demostrar que una sucesion recurrente es estrictamente
creciente mediante induccion comprobamos en primer lugar que a; < a, .
A continuacién suponemos por hipétesis de induccion que a,<a,,; Y
demostramos que tambiéna ,; <a_,,



Series Numericas

Introduccion

Sea {a,} una sucesion de numeros reales y formemos una nueva sucesion {s_}
de la forma:

s=a S=a+ta .. S =ata+t.+a =>a
k=1

La sucesion asi formada se llama serie y se representa Z;f% :
n=
El numero s, es la suma parcial n-ésima de la serie

El numero a, es el término n-ésimo de la serie



Series Numericas

Convergencia y suma de una serie

Se dice que la serie Q_a, es convergente, divergente u oscilante segtin que la
n=1
sucesion de sumas parciales {s,} sea convegente, divergente u oscilante

Si{s.} = | diremos que | es la suma de la serie y escribiremos Zan =1

+o00 +o00 n:l

Si{s,} - +o, se denota ) a, =+ .Si{s)} - -, se denota ) a, = -
n=1

n=1

El caracter de una serie no se altera si se suprimen un numero finito de
sumandos



Series Numericas

La serie geométrica

+00
, r
Si [T <1 entonces ) r"=—

n=1 1_r

+00
Si|rP1 6 r=1 entonceszrn es divergente

n=1

Si r =-1 la serie es oscilante

Ejemplo:
.1
Z%:Z(lj :L =1
n=12 n=1 2 1_1
2



Series Numericas

La serie geométrica (Demostracion)

n
=y =r+rf+ 41" s =ri4rt 4™
Sn Kk J n
k=1

(1-r)-s, =r—r". Asipuey, si rzl s =

. r
SIr|<1l entonces r"™ . 0 ventonces s - ——
T 1-r

' esdivergentey entoncess, es divergente

Si|r|>1, entoncesr™

Sir=1 s =n- +o divergente

O n par

Sir=-1 s =
a {—1 nimpar



Series Numericas

Condicion necesaria de Convergencia

La condicion necesaria (no suficiente) para que una serie sea convergente es
gue el término general de la misma converja a cero

Ejemplos:

. w N
La serle;mJrl

. 7 . s 1 . —_ 1 1
La serie armonica Z— es divergente puesto que s, _1+§+"'+ﬁ — +o0
n=1

n
no es convergente, puesto que —— ~ 1



Series Numericas

Operaciones con Series

Si ianzl y ibn:m entonces i(an+bn)=l+m i(a-an):a-l
n=1 n=1 n=1 n=1

Si una serie es convergente, su caracter y su suma no varian al sustituir
grupos de términos consecutivos por sus sumas

Si una serie es divergente, lo sigue siendo al sustituir grupos de términos
consecutivos por sus sumas

Para series oscilantes lo anterior, en general, no se verifican



Series Numericas

Series de Términos no Negativos

ian a =0 [0n
n=1

Una serie de términos no negativos es convergente si y solo si, la sucesiéon de
sumas parciales es acotada

Una serie con términos no negativos es convergente o bien divergente a +«
pero nunca es oscilante (debido a que s, es mond6tona creciente)

Ejemplo:
y L
La serie <5 n? llamada serie armodnica generalizada convergesia> 1y
divergesia <1



Series Numericas

Series de Términos no Negativos

Criterio de Comparacion en el Limite:

, oo , . . . a
Sea Zan y an dos series con términos positivos tal que [Jlim = =|

n=1 n=1 = bn

Se verifica que:
Si | >0 yl # o |as dos series convergen o divergen simultaneamente
Si | =0 vy laserie an converge, entonces Zan también converge
n=1

n=1

Si| =+o0 y la serie an diverge, entonceszan también diverge
n=1

n=1



Series Numericas

Series de Términos no Negativos

Criterio de la raiz:

c . ;. g Im n =
Sea Zan una serie de términos positivos tal que L'To a, =|

n=1

Se verifica que:
Si O0<| <1Iaserie es convergente
Si | >1 laserie es divergente

Si | =1 el criterio no decide



Series Numericas

Series de Términos no Negativos

Criterio del cociente:

Sea Zan una serie de términos positivos tal que lim =

n=1 = an

Se verifica que:
Si | <1 Ia serie es convergente
Si | >1 laserie es divergente

Si | =1 el criterio no decide



Series Numericas

Series de Términos no Negativos

Criterio de Raabe:

w . V4 ° .o - _
Sea E a, una serie de términos postiivos tal que imn{1-—% | =]
1 - oo a.

n=

Se verifica que:
Si | >1 Ia serie es convergente
Si | <1 laserie es divergente

Si | =1 el criterio no decide



Series Numericas

Series de Términos Arbitrarios (Series Alternadas)

Una serie alternada es aguella en la que dos términos consecutivos tienen
signos apuestos. La forma mas comun que presentan estas series es:

Criterio de Leibniz:

Sea {a,} una sucesidn monotona decreciente de numeros no negativos,
es decir, % 2@, 2a;2...20 y ademds, convergente a cero.

Se verifica que la serie alternada ) _(-1)"a, es convergente

n=1



Series Numericas

Definiciones

La serie 2 & es absolutamente convergente = : la serie 2.2 es

n=1 n=1

convergente.

Si ) a, esabsolutamente convergente = Y a, es convergente

n=1 n=1

Las series que son convergentes, pero no absolutamente convergentes, se
llaman condicionalmente convergentes



Series Numericas

Suma de algunas series

Serie geomeética
Silgl<1 S gn=_2
e Z;a a

Series aritmético-geomeétricas

La serie aritmetico-geometrica tiene la forma Z P(nN)&" siendo P(n) un
polinomio =

Si |a] <1 es convergente

Sillamamos S a su suma, se verifica S-aS=k+)» Q(n)[&" dondek es
una constante y Q un polinomio de grado mendrque P



Series Numericas

Suma de algunas series

Series telescopicas

La serie Zan es telescopica si a,, puede escribirse en la siguiente forma
n=1

a,=b,—b,,; yportanto la suma parcialess, =b,-b_,,

Esta serie converge si la sucesion {b,} converge y en este caso:

S a, =b,~limb,
n=1 -



