Manuel José Fernandez,

CALCULO
GRADO EN INGEN. INFORM. DEL SOFTWARE. 12-13
EJERCICIOS RESUELTOS DEL TEMA 2

1) Calcular las siguientes integrales indefinidas (inmediatas):

6Xx+1

& -[3x2+x+25x ~[1+x % jsen(?x)dx
d) [2%dx e) jde f [tg(2x)dx

Solucién:

6x+1
a X = log[3x® + x+ 25|+ C
) I3x2+x+25 g‘ ‘

b) jgdx arctg(x®) +C

I1+x
7x)d -1 7sen(7x)dx = L 7 C
c) Isen( X)dx —7I sen(7x) x_—7cos( X) +

1 23X
+
3 log2

d  [2%dx = j323Xd

e) J'de = 1Iogz(x)+C
X 2

sen(2x) I — _lj —2sen(2x) |

" I t9(2x)dx = j cos(2x) 27 cos(2x)

X = —% log(cos(2x))+C

2) Obtener, por cambio de variable, las siguientes integrales indefinidas :

7 1
a) J‘X(ZX + 3) dx b) J.Tg(x)dx
x® 1
X g Y
2 ."/74_)(2)( ) J‘1+\/;X
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Solucion:
t-3 1
2x+3=t ; x=—— =gt Cogt)==
a) 5 g(t) g'(t) 5
t-3-1 1
X(2x+3)'dx = |—t"=dt == (t® -3t’ t—— ——t8 C=
Jx@xedyon = [Z27 Sat =2 " -
1 3
= —(2x+3)° ——(2x+3)¥+C
36( ) 32( )
by log(x)=t ; x=e'=g(t) ogt)=¢e

| 1 - —e tt = j ~dt = loglt| + C = log|log(x)| + C
x.log(x) e't t

c) x=2sen(t)=g() ; g (t)=2cos(t)

8sen®(t) 8sen®(t)
4d t)dt = 2cos(t)dt =8 t)dt =
I j 4 - 4sen? (t 2ot '[ 2cos(t) os(t) .[sen()

= 8J sen(t)sen?(t)dt = 8[ sen(t)(l— cos? (t))it = 8[ sen(t)dt — 8_[ sen(t) cos?(t)dt =

3
3 2 2
_gcos)+8%° W cog - X L8 X | ¢
3 43 4

d) Ix=t x=t%=g(t) , gt)=

1 t 1
= jmztdt = 2jmdt = 2[(1—mjdt = 2(t—log(t+1))+C

Ly
'[1+\/; "
= 2(Vx —log(Wx +1)+C

3) Obtener, por el método de integracién por partes, las siguientes integrales indefinidas.

a) [x°.log(x)dx b) [ log(x)dx c) [e.cos(x)dx
Solucion:
3 1 1,
a) u=log(x) ; dv=x7dx ; du==dx ; V:ZX
X

1 1 1 1
x3.log(x)dx ==x*log(x)—= | x*=dx = =x* log(x ——x +C
[ Jog(dx ==x*log(x) - [x* —dx=2x"log(x) -

81


mailto:mjfg@uniovi.es

Manuel José Fernandez, mjfg@uniovi.es

b) u=log(x) ; dv=dx ; du:ldx ; V=X
X

Ilog(x)dx = x.log(x) — I x%dx = x.log(x) - x+C = x(log(x) 1)+ C

c) u=e*® : dv=cos(x)dx ; du=2e”dx ; v=sen(x)
| = Iezx.cos(x)dx =e”*sen(x) —jZeZXsen(x)dx
u=2e* :; dv=sen(x)dx ; du=4e* : v=-cos(x)

| =e?sen(x) - [— 2e2* cos(x) — I— 4™ cos(x)J = e*sen(x) + 2e* cos(x) — 4l

51 = e®sen(x) + 2e%* cos(x) ; | = %ezx [sen(x) + 2cos(x)]+C

4) Calcular las integrales de funciones racionales siguientes:

) I x2+2x+2 .
(X=D(x° +2x+1)

Solucién:

a)
x> -2x-3=0< x=-1 6 x=3  esdecir, x> —2x-3=(x+1)(x-3) ;

> 1 = A + B : Ax-3A+Bx+B=1
X“—=2x—-3 Xx+1 x-3

Si x=-1 = -A-3A=1 = A=-1/4
Si x=3 = 3B+B=1 = B=1/4

J' dx _
x> —2x—-3

:_l ﬁ i £:_£|09|X+1|+1|09|X—3|+Czilogx_3+C

47 x+1 47x-3 4 4 4 x+1
b)
2
(X=D(x* +2x+1) = (x-)(x+1* ; X +2X+2 __A B __C .
(x=D(x*+2x+1) x-1 x+1 (x+1

AX+D* +B(X-D(x+1) +C(x-1) = x> + x+2
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Si x=1 = 4A=4 = A=1 : S X=-1 = -2C=2 = C=-1

Si x=0 = A-B-C=2 = B=A-C-2=0

I X2+ X+2 g J-dx J- dx

1
= - = logx-§+—+C
(x=1)(x* +2x+1) x—1 olx—1

(x+1)° X+1

5) Demostrar, utilizando la propiedad de monotonia de la integral, que:
1
1< j eXdx<e
0
Solucion:

2

0<x*<1l = 1= e’<e’ <é! vx e [01]
1 1 , 1
Por la propiedad de monotonia resulta que Idx < jex dx < '[e dx , esdecir,
0 0 0
1 2
1< Iex dx<e
0

6) Calcular las derivadas de las siguientes funciones:

X 1 x2 1 cos(x)
a F(x)=|——dt b) F(x)=|——dt c —t
) o !t4+25 ) F() £t4+2 ) !t3+1
Solucion:
a)
, 1
F(x)=
) x* + 25
b)
, 1
F (x) = 2x
) x® + 25
c) F'(x)= —sen(x)—cgs(x)
cos”(x) +1

7) Calcular los limites siguientes:

3x x3
Isen(tz)dt J'senx/tz’3
0 H 0

(x> 0) b) lim————dt (x—0)

a) I|mW X4
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Solucion:
a)
3x
_[sen(tz)dt ,
lim = = lim >3O _ 0 _
x>0 tg(X) =01+t (x) 1
b)

x—0 X4 x—0 4

X3

senyt?3dt

‘[ 3x%senyx®> 3. sen|x|
0 =—lim——

limt——— = lim———
4 x>0 X

. senx . sen(x _senjx . sen(—x . sen(x
lim ||:Ilm ():1 ; lim ||:Ilm ():—Ilm—():

x—0" X x—0 X x—0~ X x—0 X x—0 X

-1

Por tanto el limite pedido no existe

8) Utilizar la férmula del cambio de variable en la integral definida para calcular:

1 1
a) '[\/4—x2dx b) jx.\/xz +1dx
0

0

Solucion:
a)
x=2sen(t)=g(t) , te [a,ﬂ] tal que g(a) =0, g(f)=1 y g hade tenerinversa en
[a,ﬂ]. Podemos elegir ¢ =0 y pB=7x/6 yaque 2sen(0) =0, 2sen(z/6)=1 yla
funcion 2sen(t) es inyectivaen [0,7/6].

Sabemos que i f(x)dx = _f f (g (t))g'(t)dt

716

'1[\/4—x2dx=”ﬁ/4—4sen2(t) 2 cos(t)dt = JZwll—senz(t) 2cos(t)dt =

0

716 ﬁ/61+cos(2t) 716 716 716
=4 j cos?(t)dt = 4 j =2 j[1+ cos(2t) it = 2 j dt + 2 jcos(Zt)dt =
0 0 0 0 0

Tosen[Z)Z N3
3 3 3 2

= 2£+ sen(sz
6 6
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b)

x=tg(t) = g(t), te[a,ﬂ] tal que g(a) =0, g(f)=1 y g hade tenerinversaen
[a,,B]. Podemoselegir =0y pf=x/4 yaque tg(0)=0,tg(z/4)=1yla
funciéon tg(t) es inyectivaen [0,71/4].

7l4 zl4

Jl‘x.«/x2 +1dx = th(t)w/tgz(t)jtl sec’(t)dt = jtg(t)sec(t)secz(t)dt:

zl4 zl4

- Iﬂﬁ)dt: — J—sen(t)cos‘4(t)dt=— cos (1) ]3/4:
, COos™(t) 0

_1( 1 1 J: 1(2\/5_1)

"3l cos®(z/4) cos’(0)) 3

nota: cos(z/4) = 1/~2

9) Demostrar que si f es una funcién integrable en [— a, a] , a>0, entonces:
a a
a) Si f espar jf(x)dx=2jf(x)dx
-a 0

b) Si f esimpar J.f(x)dX:O

—a

Solucion:
a)
f espar < f(=x)=f(X) ; jf(x)dx:jf(x)dx+jf(x)dx
j f (x)dx = j f (—x)dx = (cambio de variable X =—t )= — j f (t)dt = j f (t)dt
Por tanto j f (x)dx = j f (t)dt +i f (x)dx = 2} f (x)dx
b) -a 0 0 0
f esimpar < f(=x)=—f(X) : jf(x)dx:jf(x)dx+jf(x)dx

0 0 0 a
j f (x)dx = j — f (=x)dx = (cambio de variable X =—t) = j f(t)dt = — j f (t)dt
—a a 0

—a
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Por tanto: j f(x)dx = [ f(t)dt+ j f(x)dx= 0
-a 0 0
10)
a)Sea f unafuncion continuaen [a,b] que verifica f(x)=f(a+b—x) Vxela,b].

b b
Demostrar, aplicando cambio de variable, que Ix.f (x)dx = aTH)J f (x)dx

a

b) Calcular, usando el apartado anterior, J-4dl n()z) )
+C0s” (X

Solucion:

a) a+b—x=t ; x=a+b-t=g(t) o og)=-1
b a b
_[x.f(x)dx=—j(a+b—t)f(a+b—t)dt='|‘(a+b—t)f(a+b—t)dt=
a b a

= [(@+b-t)f(t)dt = [(a+b) f (t)dt - [t.f (t)dt

b b b
Por tanto j x. f (X)dx + j t.f(t)dt = j(a +b) f(t)dt , es decir,

a+h’

Z.Tt.f(t)dt :(a+b)j'f(t)dt ; j't.f(t)dt— j ()t
b)
Sea f(x):% continuaen [a,b]=10, 7]
o W sen(z—-x)  sen(x)
flath=x="1(r=x) 1+cos’(z—x) 1+cosi(x) )
Por tanto .[x sen(x) = ]EL(ZX)dxz _z]ii(x)zdx:
1+ cos (x) " 231+ cos?(x) 2 31+ (cos(x))
7 7 _ Az =\ _x
—Earctg(cos(x))}0 = —E[arctg(—l)—arctg(l)]_ 2[ 2 4j_ 7
11)

) ) . rdx ) ) )
Demostrar que la integral impropia J.—a es convergente si « >1 vy divergente si o <1.
X
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Solucion:
. +°°dx
Si a=1 = | I—_ Ilm[Iog(b) log(1)]= lim log(b) = +o0
X ~>+ao
1
lfa b 1—(1_
Si a#l I—=|Im x~*dx = lim > } = Iim(b 1] =(*)
b%-f—oo b—s+0] — oy b—+0 1_a
bIim b** =400 si 1-a>0,esdecir,si o<1
bIim b =0 si. 1-a <0, esdecir,si a>1
. 1 .
(¥)=+0 si a<l ; (*)z—l si a>1
12)

a) Obtener una primitiva de la funcion ~ f (x) = e *.cos(bx).

b) Si a> 0, demostrar que la integral Te‘ax cos(x)dx es convergente y calcular el
valor de la integral. O

Solucién:

a) Vamos a aplicar el método de integracién por partes.

—ax

u=e* = du=-ae *dx ; dv=cos(bx)dx = v= %sen(bx)

| = [e™ cos(bx)dx = %eaxsen(bx) ; % e sen(bx)dx

u=e* = du=-ae ¥dx ; dv=sen(bx)dx —=v= —%cos(bx)
| =Leosen(ox)+ E{—le“ cos(bx) 2 [ cos(bx)dx}
b bl b b
| = le’a‘xsen(bx) _ 8 e cos(bx) — a_2 I
b b2 b?
_ L{l “sen(bx) — —e cos(bx)} = e [b.sen(bx) — a.cos(bx)]
a?+b?|b b2 ' '
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b) Sielegimos b =1 en la funcion del apartado anterior resulta que

_[e‘ax cos(x)dx = ! 1e‘ax [sen(x) —acos(x)]+C

a2
Por tanto

+o0 b

Ie’ax cos(x)dx = bIim je’ax cos(x)dx =
—>+00

0 0

) 1 1 a
= lim e (sen(b) —acos(b))— (-a)| =
tH+°o{a2+l (seno) (0) a2+1( )} a’+1

Nota 1: a>0 = lim e®=e"=0
Nota 2: |sen(b) —acos(b)| < |sen(b)| + alcos(b)| <1+a

Nota 3: el producto de una funcién que tiende a cero por otra acotada también tiende a cero.

13)
a) Utilizar la integral definida para calcular el area de la circunferencia de radio r.

b) Calcular el &rea de la region del plano delimitada por la curva y = x}—x ysu
tangente en el punto de abscisa X =—1..
c) Hallar el area encerrada por lacurva y =|x* —=5x+4 entre Xx=0y Xx=5.

d) Obtener el &rea determinada por lacurva y =

i y su asintota horizontal.
+ 4X

Solucion:
a) La ecuacion de la circunferencia centrada en el origen'y de radio r es: x> +y* =r?

A= 4J.\/ r?—x%dx ; cambiodevariable x=rsen(t) te[0,7/2]
0
wl2 72 nl2
A=4 J‘W/r2 —r?sen®(t) rcos(t)dt= 4r? jcosz(t)dt =4r?® J' %t =
0 0 0

rl?2 rl?2 rl2 1 1
—2r? [[L+cos(2t)bit = 2r2| [ dt+ [cos(2t)dt | = 2r2| Z + = sen(z) — = sen(0) | =
Jitcostao] {j o ()} T4 Jsen(n) - Ssen(0)]

=7xr’
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by y=f(X)=x*-x=x(x*-1) =0 < x=0, x=-1, x=1
puntos de corte con los ejes :  (0,0), (-1,0) , (1,0)
f'x)=3x"-1=0 < x= +1/+/3 puntos criticos

en x=-1/+/3 f"(x)=6x <0 méximo relativo = 2+/3/9
en x=1/+/3 f"(x)>0 minimo relativo

f esdecreciente en (—1/\/5,1/\/5) y creciente en (—oo,—l/\/g)u(]./\/g,-i-oo)

f"x)=0 < x=0
f es concava hacia arriba en (O,+00) y hacia abajo en (— 00,0). En X =0 punto de inflexion.

lim x(x* =1) = 40 : lim x(x* —1) = —o0

X400 X
La tangente en el punto de abscisa X =—1 tiene por ecuacion:
y=f(-D)+ ' (-D)(x+1) =0+2(x+1) =2x+2
Determinemos los puntos de corte de la curva y la tangente calculada (ademas de X =-1).

X} —x=2x+2 < x*-3x-2=0 ; sidividimos este polinomio por X-+1 resulta
como polinomio cociente: X? —Xx—2 queseanulaen X=-1y X=2.
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En el intervalo (— 1,2) la recta tangente anterior esta por “encima” de la curva.

2

A:'Z[l[(2x+2)—(x3 —x)}jx :Jz.l(3x+2—x3)dx :3%+2x—x7jl =

S (P 3 L
2 4 4
c)
X*-5x+4=0 < x=1, x=4
x?-5x+4>0 < x<1 6 x>4 : x2-5x+4<0 < xell,4]
+15
x*  Bx? bt X Yo sy 11 9 11 49
= T AX | b AX | A A = S =
3 2 i 3 3 2 , 6 2 6 6
d)
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lim f(x)= lim i =0 =lim f(x) ; y=0 asintota horizontal por los dos lados
X—>+00 x=>+0] 4+ 4X X—>—0
+00 2 +00 2 +00 2 ) b
A= |——dx=2|——dx=2 42dx:2I|mJ‘ Sax =
c1+4x o 1+4x o 1+ (2x) bo+od 14 (2X)

=2 lim [arctg (2b) —arctg (0)] = 2 lim arctg(2b) = 2% .

14) Calcular el volumen de un cono de radio de labase r y altura h usando que es un sélido de
revolucion.

f(x):%x xe[0,h]

h 2 2 h
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