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CALCULO 
GRADO EN INGEN. INFORM. DEL SOFTWARE. 12-13 

EJERCICIOS RESUELTOS DEL TEMA 2 
 

 
1) Calcular las siguientes integrales indefinidas (inmediatas): 

 

a)     dx
xx

x
∫ ++

+
253

16
2                    b)    dx

x
x

∫ + 10

4

1
5

                   c)    ∫ dxxsen )7(  

 

d)                                        e)     dxx∫ 32 dx
x

x
∫

)log(
                   f)   ∫ dxxtg )2(  

 
Solución:   

     a)          dx
xx

x
∫ ++

+
253

16
2  =  Cxx +++ 253log 2  

 

     b)           dx
x

x
∫ + 10

4

1
5

 =  Cxarctgdx
x
x

+=
+∫ )(

)(1
5 5

25

4

    

    

    c)         = ∫ dxxsen )7( Cxdxxsen +−=∫ )7cos(
7
1)7(7

7
1

      

 

    d)         =  dxx∫ 32
2log

2
3
12.3

3
1 3

3
x

xdx =∫  C+  

 

    e)         dx
x

x
∫

)log(
 =   Cx +)(log

2
1 2     

 

     f)           = ∫ dxxtg )2( ( ) Cxdx
x

xsendx
x
xsen

+−=
−

−= ∫∫ )2cos(log
2
1

)2cos(
)2(2

2
1

)2cos(
)2(

    

 
 

2) Obtener, por cambio de variable, las siguientes integrales indefinidas : 
 

a)                                    b)     dxxx∫ + 7)32( dx
xx∫ )log(.

1
    

        c)    dx
x

x
∫

− 2

3

4
                                   d)       dx

x∫ +1
1
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 Solución:    

    a)                 ;    tx =+ 32
2

3−
=

tx   )(tg=         ;    
2
1)´( =tg  

           

               dxxx∫ + 7)32( ( ) =+−=−=
−

= ∫∫ Cttdtttdttt 89787

32
3

36
13

4
1

2
1

2
3

   

                                      Cxx ++−+= 89 )32(
32
3)32(

36
1

      

 
   b)         ;                        ;         tx =)log( )(tgex t == tetg =)´(
 

               dx
xx∫ )log(.

1 CxCtdt
t

dte
te

t
t +=+=== ∫∫ )log(loglog1
.

1
      

 
   c)            ;    )()(2 tgtsenx == )cos(2)´( ttg =     
 

               dx
x

x
∫

− 2

3

4 ∫∫∫ ===
−

= dttsendtt
t
tsendtt

tsen
tsen )(8)cos(2

)cos(2
)(8)cos(2

)(44
)(8 3

3

2

3

   

                                                
( ) =−=−== ∫ ∫∫∫ dtttsendttsendtttsendttsentsen )(cos)(8)(8)(cos1)(8)()(8 222  

 

                 CxxCtt +⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−+−−=++−=

3
223

4
1

3
8

4
18

3
)(cos8)cos(8      

 
      d)    tx =      ;               ;   2tx = )(tg= ttg 2)´( =      
 

                 dx
x∫ +1

1
 =

+
= ∫ tdt

t
2

1
1

 =
+∫ dt

t
t

1
2   ( ) Cttdt

t
++−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−∫ )1log(2

1
112 =  

 
                                     ( ) Cxx ++−= 1log(2      
 
 

3) Obtener, por el método de integración por partes, las siguientes integrales indefinidas. 
 
a)                         b)  dxxx )log(.3∫ ∫ dxx)log(                     c)   ∫ dxxe x )cos(.2  

 
   Solución:   

       a)               ;           ;     )log(xu = dxxdv 3= dx
x

du 1
=      ;    4

4
1 xv =       

 

                dxxx )log(.3∫ Cxxxdx
x

xxx +−=−= ∫ 4444

16
1)log(

4
11

4
1)log(

4
1
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     b)                   ;                )log(xu = dxdv =       ;             dx
x

du 1
=       ;          xv =       

 

      ∫ dxx)log( ( ) CxxCxxxdx
x

xxx +−=+−=−= ∫ 1)log()log(.1.)log(.      

 
 
      c)                             ;         ;            ;       xeu 2= dxxdv )cos(= dxedu x22= )(xsenv =
 

  =I  ∫ dxxe x )cos(.2 dxxsenexsene xx )(2)( 22 ∫−=     

 
                     ;         ;        ;    xeu 22= dxxsendv )(= xedu 24= )cos(xv −=  
 
     [ ]∫ −−−−= )cos(4)cos(2)( 222 xexexseneI xxx   =     Ixexsene xx 4)cos(2)( 22 −+

             ;           )cos(2)(5 22 xexseneI xx += [ ] CxxseneI x ++= )cos(2)(
5
1 2    

 
                                

4) Calcular las integrales de funciones racionales siguientes: 
    

                            a)  ∫ −− 322 xx
dx

                      b)   dx
xxx

xx
∫ ++−

++
)12)(1(

2
2

2

                  

 
   Solución:  
   a)         
              ó    ⇔=−− 0322 xx 1−=x 3=x        , es decir,        ;           )3)(1(322 −+=−− xxxx
 

                 
3132

1
2 −

+
+

=
−− x

B
x

A
xx

        ;            13 =++− BBxAAx  

 
                    Si             1−=x ⇒ 13 =−− AA   ⇒   4/1−=A    
                    Si          ⇒        3=x 13 =+ BB        ⇒ 4/1=B  
 

        ∫ −− 322 xx
dx

 =    

                            C
x
xCxx

x
dx

x
dx

+
+
−

=+−++−=
−

+
+

−= ∫∫ 1
3log

4
13log

4
11log

4
1

34
1

14
1

 

 
    b)     

             ;    22 )1)(1()12)(1( +−=++− xxxxx 22

2

)1(11)12)(1(
2

+
+

+
+

−
=

++−
++

x
C

x
B

x
A

xxx
xx

 

 
                      2)1()1)(1()1( 22 ++=−++−++ xxxCxxBxA
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        Si         1=x ⇒ 44 =A      ⇒ 1=A        ;   Si   1−=x   ⇒   22 =− C   ⇒    1−=C
 
        Si     ⇒   0=x 2=−− CBA       ⇒ 02 =−−= CAB     
   

              dx
xxx

xx
∫ ++−

++
)12)(1(

2
2

2

=
+

−
−

= ∫∫ 2)1(1 x
dx

x
dx

    C
x

x +
+

+−
1

11log         

  
 

  5) Demostrar, utilizando la propiedad de monotonía de la integral, que: 

                                             edxe x ≤≤ ∫
1

0

2

1

  Solución:  
 
                                ⇒                         10 2 ≤≤ x =1 10 2

eee x ≤≤ [ ]1,0∈∀x  
 

           Por la propiedad de monotonía resulta que          , es decir,   ∫∫ ∫ ≤≤
1

0

1

0

1

0

2

edxedx x dx

                                                         edxex ≤≤ ∫
1

0

2

1

 
6) Calcular las derivadas de las siguientes funciones:   
 

a)  dt
t

xF
x

∫ +
=

0
4 25

1)(                b)   dt
t

xF
x

∫ +
=

2

0
4 25

1)(                  c) dt
t

tx

∫ +

)cos(

0
3 1

     

 
     Solución:  
     a)                

                   
25

1)´( 4 +
=

x
xF      

      b)         

                   
25

12)´( 8 +
=

x
xxF  

 

       c)         
1)(cos

)cos()()´( 3 +
−=

x
xxsenxF         

            
  7)  Calcular los límites siguientes: 
                                         

a)    
)(

)(
lim

3

0

2

xtg

dttsen
x

∫
                       b)    )0( →x dt

x

tsen
x

4
0

3/2

3

lim
∫

             )0( →x

 
 

 83

mailto:mjfg@uniovi.es


Manuel José Fernández,       mjfg@uniovi.es
     
       Solución:  
       a)  
 

                             =
+

=
→→

∫
)(1
)9(3lim

)(

)(
lim 2

2

0

3

0

2

0 xtg
xsen

xtg

dttsen

x

x

x
 0
1
0
=  

 
       b) 
 

                       =
∫

→ 4
0

3/2

0

3

lim
x

dttsen
x

x
 

x
xsen

x
xsenx

xx 03

22

0
lim

4
3

4
3lim

→→
=     

                             

                       1)(limlim
00

==
→→ + x

xsen
x

xsen
xx

      ;   1)(lim)(limlim
000

−=−=
−

=
→→→ − x

xsen
x

xsen
x

xsen
xxx

      

 
                 Por tanto el límite pedido no existe  
 
 

8) Utilizar la fórmula del cambio de variable en la integral definida para calcular:  
  

a)  dxx∫ −
1

0

24                                      b)     dxxx∫ +
1

0

2 1.    

 
      Solución:  
      a)        
 

        , )(2 tsenx = )(tg= [ ]βα ,∈t   tal que 0)( =αg , 1)( =βg    y  g  ha de tener inversa   en 
      [ ]βα , .  Podemos elegir   0=α    y   6/πβ =    ya que  0)0(2 =sen , 1)6/(2 =πsen   y la  
      función     es inyectiva en )(2 tsen [ ]6/,0 π .    
 

               Sabemos que        ( ) dttgtgfdxxf
b

a

)´()()(∫ ∫=
β

α

 

              dxx∫ −
1

0

24 ∫ −=
6/

0

2 )(44
π

tsen  =dtt)cos(2 ∫ −
6/

0

2 )(12
π

tsen   =dtt)cos(2

                                       

[ ] ∫ ∫∫∫ ∫ =+=+=
+

==
6/

0

6/

0

6/

0

6/

0

6/

0

2 )2cos(22)2cos(12
2

)2cos(14)(cos4
π πππ π

dttdtdttdttdtt  

 

      
2
3

3336
2

6
2 +=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+=

πππππ sensen      
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          b)   
 

           ,  )()( tgttgx == [ ]βα ,∈t   tal que 0)( =αg , 1)( =βg    y     ha de tener inversa en  g
             [ ]βα , .  Podemos elegir    0=α    y    4/πβ =    ya que    0)0( =tg  , 1)4/( =πtg   y la     
             función     es inyectiva en )(ttg [ ]4/,0 π .   

    

                 dxxx∫ +
1

0

2 1. ∫ +=
4/

0

2 1)()(
π

ttgttg   dtt)(sec2 = ∫ =
4/

0

2 )(sec)sec()(
π

dtttttg  

 

                                  == ∫ dt
t
tsen4/

0
4 )(cos

)(π

     ∫ −=−− −
4/

0

4 )(cos)(
π

dtttsen ] =
−

−
4/

0

3

3
)(cos πt

     

 

                                            =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

)0(cos
1

)4/(cos
1

3
1

33 π
  ( )122

3
1

−     

 
                     nota:   2/1)4/cos( =π                                         
                                        
 

9) Demostrar que si  es una función integrable en   f [ ]aa  , −  ,  , entonces: 0>a

      a)  Si   es par           f ∫ ∫
−

=
a

a

a

dxxfdxxf
0

)(2)(

    b)  Si  es impar        f ∫
−

=
a

a

dxxf 0)(

    Solución:  
  a)  

                    es par   f ⇔             ;               )()( xfxf =− ∫ ∫ ∫
− −

+=
a

a a

a

dxxfdxxfdxxf
0

0

)()()(

 

                (cambio de variable  ∫ ∫
− −

=−=
0 0

)()(
a a

dxxfdxxf tx −=   )=  dttf
a
∫−
0

)( ∫=
a

dttf
0

)(

 

                        Por tanto           ∫ ∫ ∫ ∫
−

=+=
a

a

a a a

dxxfdxxfdttfdxxf
0 0 0

)(2)()()(

   b)  

                 es impar     f ⇔ )()( xfxf −=−           ;             ∫ ∫ ∫
− −

+=
a

a a

a

dxxfdxxfdxxf
0

0

)()()(

 

                (cambio de variable  ∫ ∫
− −

=−−=
0 0

)()(
a a

dxxfdxxf tx −= ) =   ∫∫ −=
a

a

dttfdttf
0

0

)()(
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                  Por tanto:           0    ∫ ∫ ∫
−

=+−=
a

a

a a

dxxfdttfdxxf
0 0

)()()(

                   
10)     
  a) Sea   una función continua en [  que verifica   f ]ba  , )()( xbafxf −+=      .    [ bax ,∈∀ ]

      Demostrar, aplicando cambio de variable, que   ∫∫
+

=
b

a

b

a

dxxfbadxxfx )(
2

)(.     

  b)  Calcular, usando el apartado anterior, dx
x

xsenx
∫ +

π

0
2 )(cos1

)(.
    

 
Solución:  
a)                     ;        txba =−+ )(tgtbax =−+=           ;       1)´( −=tg  

                ∫∫ ∫ =−+−+=−+−+−=
b

a

b

a

a

b

dttbaftbadttbaftbadxxfx )()()()()(.

                                ∫ ∫ −+=−+=
b

a

b

a

b

a

dttftdttfbadttftba )(.)()()()( ∫
 

        Por tanto           , es decir,    ∫ ∫ ∫ +=+
b

a

b

a

b

a

dttfbadttftdxxfx )()()(.)(.

 

                           ;         ∫∫ +=
b

a

b

a

dttfbadttft )()()(.2 ∫∫
+

=
b

a

b

a

dttfbadttft )(
2

)(.  

       
 b)      

       Sea   
)(cos1

)()( 2 x
xsenxf

+
=      continua en  [ ] [ ]π,0, =ba      

 

             )(
)(cos1

)(
)(cos1

)()()( 22 xf
x

xsen
x

xsenxfxbaf =
+

=
−+

−
=−=−+

π
ππ     

 

       Por tanto      =
+

=
+ ∫∫ dx

x
xsendx

x
xsenx

ππ π

0
2

0
2 )(cos1

)(
2)(cos1

)(.    
( )

=
+
−

− ∫ dx
x
xsenππ

0
2)cos(1

)(
2

   

 

                    ( ) =⎥⎦
⎤−
ππ

0

)cos(
2

xarctg  [ ] =−−− )1()1(
2

arctgarctgπ
   =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−−

442
πππ

4

2π           

 
11)  

  Demostrar que la integral impropia   ∫
∞

1
αx

dx
   es convergente si  1>α   y divergente si 1≤α .  
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 Solución:       
         

       Si    1=α          [ ] +∞==−==
+∞→+∞→+∞→

+∞

∫∫ )log(lim)1log()log(limlim
11

bb
x
dx

x
dx

bb

b

b
 

 

        Si     1≠α          =⎥
⎦

⎤
−

==
−

+∞→

−

+∞→

+∞

∫∫
b

b

b

b

xdxx
x
dx

1

1

11 1
limlim

α

α
α

α   ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−−

+∞→ α

α

1
1lim

1b
b

   ( )*=

 
               =−

+∞→

α1lim b
b

∞+        si    01 >−α , es decir, si  1<α  

 
                          si    =−

+∞→

α1lim b
b

0 01 <−α , es decir, si  1>α  

 

             si    ( ) +∞=* 1<α              ;          ( )
1

1*
−

=
α

      si   1>α    

 
 

12)  
  a)  Obtener una primitiva de la función    . )cos(.)( bxexf ax−=

  b)  Si  , demostrar que la integral    es convergente y calcular el  0>a dxxe ax )cos(
0
∫
∞

−

       valor de la integral. 
 
  Solución:  
 
a) Vamos a aplicar el método de integración por partes.  

                        ;   axeu −= ⇒ dxaedu ax−−= dxbxdv )cos(=     ⇒  )(1 bxsen
b

v =    

 

             dxbxsene
b
abxsene

b
dxbxeI axaxax )()(1)cos( ∫∫ −−− +==     

              

             ⇒              ;       axeu −= dxaedu ax−−= dxbxsendv )(=       )cos(1 bx
b

v −=⇒    

 

                 ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −−+= ∫ −−− dxbxe

b
abxe

bb
abxsene

b
I axaxax )cos()cos(1)(1

   

            

                                       I
b
abxe

b
abxsene

b
I axax

2

2

2 )cos()(1
−−= −−  

                             

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −

+
= −− )cos()(1

222

2

bxe
b
abxsene

bba
bI axax [ ])cos(.)(.1

22 bxabxsenbe
ba

ax −
+

= −      
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b) Si elegimos   en la función del apartado anterior resulta  que  1=b

 

                    [ ] Cxaxsene
a

dxxe axax +−
+

= −−∫ )cos()(
1

1)cos( 2      

  
            Por tanto   
 

                            == ∫∫ −

+∞→

+∞
− dxxedxxe

b
ax

b

ax )cos(lim)cos(
00

 

                               = ( ) ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −

+
−−

+
−

+∞→
).(

1
1)cos()(

1
1lim 22 a

a
babsene

a
ab

b
  

12 +
=

a
a

 

 
          Nota 1:                 0>a ⇒ 0lim == −∞−

+∞→
ee ab

b

   
          Nota 2:          ababsenbabsen +≤+≤− 1)cos()()cos()(        
 

       Nota 3:   el producto de una función que tiende a cero por otra acotada también tiende a cero.    
 
 

  13) 
      a)  Utilizar la integral definida para calcular el área de la circunferencia de radio r.  
      b)  Calcular el área de la región del plano delimitada por la curva       y su  xxy −= 3

       tangente en el punto de abscisa  .1−=x . 
 c)   Hallar el área encerrada por la curva   452 +−= xxy    entre  0=x  y  .  5=x

 d)   Obtener el área determinada por la curva   241
2

x
y

+
=    y su asíntota horizontal.   

 
 Solución:  
  a)  La ecuación de la circunferencia centrada en el origen y de radio  r  es:   222 ryx =+
       

     dxxrA
r

∫ −=
0

224      ;       cambio de variable   )(trsenx =         [ ]2/,0 π∈t    

 

 ∫ −=
2/

0

222 )(4
π

tsenrrA  =dttr )cos(   =
+

= ∫∫ dttrdttr
2/

0

2
2/

0

22

2
)2cos(14)(cos4

ππ

 

 

           [ ] =⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −+=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+=+= ∫ ∫∫ )0(

2
1)(

2
1

2
2)2cos(2)2cos(12 2

2/

0

2/

0

2
2/

0

2 sensenrdttdtrdttr πππ ππ

 

                            =   2 rπ
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 b)         )1()( 23 −=−== xxxxxfy 0=   ⇔  0=x   ,  1−=x  ,  1=x     
 

                puntos de corte con los ejes :   ,  )0,0( )0,1(−  ,      )0,1(
 
                    23)´( xxf = 01=− ⇔ 3/1±=x          puntos críticos 
 
                en  3/1−=x       xxf 6)´´( = 0<         máximo relativo   9/32=    

                en  3/1=x                            mínimo relativo 0)´´( >xf
 
      es decreciente en  f ( )3/1 , 3/1−     y creciente en  ( ) ( )∞+∪−∞−  , 3/13/1 ,  

 
                     0)´´( =xf    ⇔        0=x

     es cóncava hacia arriba en  y  hacia abajo enf ( +∞,0 ) ( )0,∞− . En 0=x  punto de inflexión. 
     
                              ;            +∞=−

+∞→
)1(lim 2xx

x
−∞=−

−∞→
)1(lim 2xx

x

   
     La tangente en el punto de abscisa   1−=x   tiene por ecuación:       
 
                )1)(1´()1( +−+−= xffy 22)1(20 +=++= xx     
 
  Determinemos los puntos de corte de la curva y la tangente calculada (además de  ). 1−=x

 
    223 +=− xxx ⇔    ;  si dividimos este polinomio por    resulta 
como polinomio cociente:       que se anula en  

0233 =−− xx 1+x
22 −− xx 1−=x   y  2=x .  
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   En el intervalo   ( )2,1−   la recta tangente anterior está por “encima” de la curva. 
 

        [ ] =⎥
⎦

⎤
−+=−+=−−+=

−−−
∫∫

2

1

422

1

3
2

1

3

4
2

2
3)23()()22( xxxdxxxdxxxxA    

                         =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−−−+=

4
12

2
3446   

4
27

   

 
c)                                     
                                0452 =+− xx ⇔   1=x   ,   4=x    
 
               ó                 ;               0452 ≥+− xx ⇔ 1≤x 4≥x 0452 ≤+− xx ⇔ [ ]4 , 1∈x
 
 

                                                     
 

     ∫∫∫∫ =+−+−+−++−=+−=
5

4

2
4

1

2
1

0

2
5

0

2 )45()45()45(45 dxxxdxxxdxxxdxxxA  

 

          =⎥
⎦

⎤
+−+⎥

⎦

⎤
−−+⎥

⎦

⎤
+−=

5

4

234

1

321

0

23

4
2

5
3

4
32

54
2

5
3

xxxxxxxxx
  +

6
11

 
6
49

6
11

2
9

=+  

 
d)   
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14) Calcular el volumen de un cono de radio de la base   r  y altura   usando que es un sólido de  h
      revolución.  
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