Manuel José Fernandez, mjf

CALCULO
GRADO EN INGEN. INFORM. DEL SOFTWARE. 12-13
TEMA 2. INTEGRAL DE RIEMANN

2.1: Calculo de primitivas.

Concepto de primitiva:
Se dice que la funcion F(x) es una funcion primitiva de la funcion f(x) <

F(x) = f(x) vx e Dom f
La funcion  f(x) recibe el nombre de integrando y sumando a F(X) una constante
arbitraria C, se obtiene otra funcién primitiva. Reciprocamente, dos primitivas cualesquiera de
f (x) solo se diferencian en una constante (suponiendo que el dominio sea un intervalo).
Al conjunto de primitivas de la funcion f se le llama la integral indefinida de f . Se

escribe:
[feodx =F()+C

con C constante arbitraria, siendo F una primitiva cualquierade f .

Las siguientes propiedades son inmediatas:

[(f +a)o)dx = [ £ (x)dx+ [ g(x)dx

[af(xdx=a] f(x)dx
siendo f y g dos funciones que admiten primitivay a € R, es decir, la integral indefinida es
un operador lineal.

Integrales inmediatas.

uniovi.es

_[adx:ax+C vVaeR

jx”dx= X nsa : I(f(x))n.f’(x)dx:mn+l+c n#-1
n+1 n+1

'[ldx: log|x|+C ; jﬂdx: log| f (x)|+C

X f(x)

J ) ax . (0 £ a’f(x)

a¥dx = +C  a>0, a=#l ; ja 7 (x)dx = +C a>0, a=l
loga loga

Iexdx=eX+C Jef(x)f’(x)dx=ef(x’+c

Isen(x)dx =—-cos(x)+C
Icos(x)dx =sen(x)+C

1
Icosz(x)
I;
cos?(f(x))
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J 1 dx = —ctg(x) +C ; Imf’(x)dx:—ctg(f(x)ﬁ

sen<(x)
I\/ (f(0)°

dx = arcsen(x) + C f"(x)dx = arcsen(f (x))+C

J‘ 1

1
I1+ - dx = arctg(x) +C Imf (x)dx = arctg(f (x))+C
Itg(x)dx= I%()(:)()dx_ log(cos(x))+C
[etg(x)dx = %ggdx ~log(sen(x))+C
Ejemplos:
4x° ¢ 4x° B 4 _ 8x+5 B 2
I1+ g = '[1+ o] dx =arctg(x*)+C I—4x2 e log(4x? +5x +1)+C
_[cos(3x)dx = %I3cos(3x)dx = %sen(3x)+ c ; Iesxdx = %e“ +C
Jlog(x) i jllog(x)dx _ log®(x) i Iarctg(x)d _ (arctg(x))* P
X X 2 1+ X 2

Métodos generales de integracidn: descomposicion, cambio de variable y partes.

Descomposicion:

J‘(XS +6x° —4x2 +5)jx:Ixsdx+6j'x3dx—4_[x2dx+5j‘dx:X—;+%—%+SX+C

Integracion por sustitucién o cambio de variable.

Sea f una funcion que admite primitiva; si hacemos el cambio de variable x = g(t)
siendo g una funcion derivable con derivada continua, resulta:

[ F0odx=[flg®]-g’Oat

Ejemplos:
10 t—-1 ,1 1(t? t*
x(2x +1) dx = t' dt_— t" -t pt==|-——-— |[+C =
-[ ( ) I 2 4-[( )j 4112 11
12 11
_1f(2x+1"  (2x+1) iC
4 12 11
) . t-1 1
Se ha hecho el cambio 2X+1=t |, esdecir, X:T dx:zdt
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3/2
J.x\/x2 +1dx=jt2dt:§+c :M+C

3
Se ha hecho el cambio x? +1=t2 t >0 ,esdecir, 2xdx = 2tdt xdx = tdt

j;dx = J‘Edt = loglt| + C = log|log(x)| + C
x.log(x) t

Se ha hecho el cambio log(x) =t ,es decir, x=¢' !

Zdx=dt
X

Integracion por partes:

Si f y g sondos funciones derivables en el punto X, sabemos que fg es derivable en X
(fg) () = g0+ F()g'(x) , esdecir, f()g (x)=(fg)(x) - f()g(x)

Por tanto

[ 1099 dx = [ (fg} () - (g ()dx = (fg)(x) - [ £ () g (x)dx =
= 1(09() - [ F'()g(x)dx

Si llamamos u= f(x) ,v=g(x) entonces du= f"(X)dx y dv =g (x)dx; la
férmula se puede escribir asi:

Iudv: uv—jvdu

Ejemplos:
*

Iezxsen(x)dx =1 ; u=e*, du=2e*dx, dv=sen(x)dx, Vv=-—cos(x)

| =—e* cos(X) + 2je2X cos(x)dx ; u=e”, du=2e”*dx, dv=cos(x)dx, v=sen(x)

| =—e* cos(X) + Z[ezxsen(x) - Zjezxsen(x)dxj = —e” cos(x) + 2esen(x) — 41

| = %ezx (2sen(x) —cos(x))+C

J.Iog(x)dx:l . u=log(x), du:ldx ; dv=dx , v=Xx
X

| = xlog(x) —_fx.%dx = xlog(x) — x = x(log(x) —1)+ C
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Integracion de funciones racionales.

siendo P y Q polinomios

Py
IQ(X)

Es suficiente estudiar el caso en que el grado de P(x) sea menor que el grado de Q(X),
puesto que en caso contrario se realiza la division y existen polinomios C(x) y R(X), cociente
y resto respectivamente, tales que P(x) =Q(x)C(x)+ R(x) congradode R(X)< grado de

Q(x) y por tanto
Jow? (X) x=[Cx)dx+ [ —dgg‘(; X

Ejemplo:
x®+2x* —x-1
I 5 dx
x° -1

=.f(x+2)dx+.[%dx

Asi pues, supongamos que el grado de P(x) es inferior al grado de Q(x). Para hallar la
integral se calculan las raices de la ecuacion Q(x) =0 y se descompone la fraccion original en
suma de fracciones simples. Distinguiremos los dos casos siguientes:

*

. . P(x) A B C
raices reales simples: a,b,c,... ; eneste caso = + + +...
Q(x) x—-a x-b x-c

Ejemplo:
J‘ de : 21 - A, B Ax-A+Bx+B=1
x° -1 x*=1 x+1 x-1
Si x=1 2B=1 B=1/2
Si x=-1 -2A=1 A=-1/2
j_—__j =——Iog|x+]4+—|og|x JJ+C_—IogX Lic
x+1 2

Supongamos que Q(X) =0 tiene unaraiz real a de orden de multiplicidad m; en este caso

PO)_ A, A A,

+..+ +...

Q(x) x-a (x-af (x—a)"

Ejemplo:

dx

| =J' 6x* —9x* +5
(x=1)(x+2)(x +1)°

6x'-9x"+5 A LA B C G
(x=1°(x+2)x+1)* x-1 (x-1° x+2 x+1 (x+1)
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AX=D(Xx+2)(x+1)* + A (x+2)(x+1)* + B(x =1)*(x +1)* + C, (X =D * (X + 2)(x +1) +
+C,(x=1)%(x+2) =6x* —9x* +5

si x=1 12A, =2 A, =1/6
Si x=-1 AC, =2 C,=1/2
Si x=-2 9B =65 B=65/9
Si x=0 _2A +2A,+B+2C,+2C, =5  yresuta  C,— A =-16/9

Si x=2 36A +36A, +9B+12C, +4C, =65  yresulta  3C, +9A =-2

Resolvemos el sistema de las dos ecuaciones anteriores y se obtiene A =5/18 , C, =-3/2.

_ 5 iJri dx +§J- dx 3 dx +£ dx
S 187x-1 67 (x-1f 9 x+2 2 x+1 27 (x+1)

11 65 1
= —Io - ———+—Io X+ 2 ——Io X+ ———+C
o-3-2 -1+ Slogx+2 - g+ -2
Integracion de algunas funciones irracionales.
J'R(x,\/a2 —x? )jx siendo R una funcién racional
cambio de variable: X = asen(t)
Ejemplo:
| = jgdx X = \/Esen(t) ;o dx = \/ECOS('[)dt

V2 -X

| =I 2+/2sen’(t)
\2—2sen’(t)

= 2J/2[sen(t)dt — 242 [ cos® ()sen(t)dt = - 2v/2 cos(t) + 22

(2—X2)3/2_(2—X2)1/2 N
Zﬁ[ 6v2 V2 JC

J2 cos(t)dt = Zﬁjsens(t)dtz Zﬁjsen(t)(l—cosz(t)) dt =

cos®(t) _

2 2
yaque cos(t):mzj_%ﬂﬁx
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Nota.
Para resolver el ejercicio anterior hemos tenido que calcular la integral de la funcién sen®(t).

En otras situaciones tendremos que obtener las integrales de sen®(t) 6 cos’(t). Para ello, nos
servimos de las siguientes identidades trigonomeétricas:

sen’ (t) = 1-cos(2) ;. cos’(t) = 1+cos(2t)

2 2

.[R(x,\/az +x2 )jx siendo R una funcion racional

cambio de variable X =a tg(t)

Ejemplo:
dx 2
l=|——— ; x=tgt) dx =sec”(t)dt
J x2\/ x2 +1
sec’(t) sec(t) cos(t) 1 1
| = dt = dt = dt =— =- C
I tg2(t)y1+ 19 (t) j g’ (t) J sen’ (t) sen(t)  sen(arctg(x))

2.2: La integral definida. Funciones integrables.

Sea f una funcion acotada en [a , b]. No definiremos cuando f es integrable (Riemann

integrable), pero al menos seamos conscientes de que hay funciones que no son integrables; por
ejemplo:

f(x)=1 si xeQ , f(X)=0 si x¢Q
no es integrable en ningun intervalo cerrado [a , b].

Veremos de muchas clases de funciones que si lo son; de momento diremos que en el caso de
que f seaintegrable existe lo que se llama la integral definida de f en el intervalo [a , b] y se
denota por:

.T f (x)dx

Los nimeros a y b se llaman limites de integracion y deberian ser tales que a<b. Si
sucede lo contrario se conviene en que:

j. f(x)dx=0 y i f(x)dx = —T f (x)dx

Si f(xX)>0 y a<hb, laintegral de f en el intervalo [a,b] mide el area de la region
delimitada por las rectas X =a, X =D, el eje de abscisas y la grafica de la funcién f .
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Condiciones suficientes de integrabilidad.
e Todafuncion f continua en [a,b] esintegrable en [a,b].

e Toda funcion f acotada en [a,b] que tenga un numero finito de discontinuidades en
[a,b], es integrable en dicho intervalo.

Propiedades de las funciones integrables.

1) Linealidad
Si f y g son integrables en [a b] también lo es la funcion f + g y se verifica:

T (f +g)(x)dx = j f (x)dx + j g(x)dx

Si f esintegrableen [a,b] y keR = k.f esintegrableen [a,b] y se verifica:

'b[(k- f)(x)dx = k.i f (x)dx

a

2) Monotonia.
Si f y g sonintegrablesen [a,b] y f(X)<g(x) Vxe [a,b]

jl f(x)dx < j)'g(x)dx

a

b
En particular, si f es integrable en [a : b] y f(x)>0 Vxe [a,b] = I f(x)dx>0

3) Aditividad respecto al intervalo.

Sea f:[a,b] >R acotada ysea ce(a,b).Severificaque f esintegrableen [a,b] <
f esintegrableen [a,c]yen [c,b] . Ademas

T f(xX)dx = JC' f (X)dx + jl f (x)dx

a a

4) Si f esintegrable en [a,b] se verifica que |f| también es integrable en [a,b].Ademés:

T f (x)dx

a

< j'| f (x)[dx

Teoremas fundamentales del calculo integral.

Sea f unafuncion integrable en [a,b]. Podemos definir una nueva funcion F sobre [a,b] de
la manera siguiente:
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vxela,b] | F(x):JX‘f(t)dt

Esta funcion esta bien definida puesto que por ser  f integrable en [a , b] también lo es en [a, X]
VX e [a, b]. La funcion F asi definida se denomina la funcion integral de la funcion f . Se verifica
que F escontinuaen [a , b].

Primer teorema fundamental
Silafuncion f:[a,b] >R escontinuaen [a,b], lafuncion F:[a,b]>R tal que

F(x) :If(t)dt es una primitivade f en [a,b] , es decir, F'(x) = f(x) VXe[a,b].

Ejercicio.
Calcular la derivada de las siguientes funciones:

X 1 X2 1 X3 ) _X3 3
) F(x)—'([mdt, b) F(x)_'([mdt ) F(x)—'([sen (tydt, d) F(x)—gsen(t )dt

Ejercicio.
Calcular el limite siguiente:

Ttg (t)dt

lim=———
x>0 sen(Xx)

Segundo teorema fundamental del calculo integral (Regla de Barrow).

Si f escontinuaen [a,b] y G esunafuncion continuaen [a,b] y primitivade f en (a,b)

entonces: ]{ f(x)dx = G(b) - G(a)

Ejemplos:
2

Isen(x)dx =—c0s(27)+cos(0)=-1+1=0
0

1
1 T T T
dx =arctg(l) —arctg(-1)=——-| - — | =—

Ojo!!!

2

1
Jidx = —1]1_1 =-1-1=-2 (notiene sentido) Ddnde esta el fallo?
7 X X
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Existen funciones continuas cuyas primitivas no se pueden expresar mediante funciones elementales.

- 2 - -
Asi, por ejemplo, f(X)=e" .En estos casos no se puede aplicar la regla de Barrow y se hace necesaria
la utilizacion de métodos numéricos.

Cambio de variable en la integral definida.

Sea f(Xx) continuaen [a : b]; si hacemos el cambio de variable x=g(t) te [a,,B] , siendo
g unafuncion derivable con derivada continua que admite funcion inversa y talque g(a)=a,
g(p) =b entonces

b B
j f (x)dx = j f(g(t)).g ()dt

Ejemplo:
1
| = J'\/l—xzdx x = sen(t) , te{o,%}
0
712 i "Pl+cos(2t) . 1. 1
| = lel—senz(t).cos(t)dtz Icosz(t)dtz ITdtZEHZSE”(Zt)]g/Z =
0 0 0
r 1 1 Via
= —+—sen(zr)-0—-—sen(0) =—
g g enim) —0-sen(0) =7
Ejercicio.

Demostrar que si f es una funcién integrable en [— a, a] , a>0, entonces:

a) Si fespar [ f()dx=2[f(x)dx
-a 0
b) Si f esimpar If(x)dx=0

Ejemplo:

2

5
J‘ﬂdx:o yaque f(x)=
< X" +5

x° cos(X)

N es una funcién impar (f (-x)=—f (X))

Integracion por partes en la integral definida.

Sean f , g :[a,b] — R dos funciones derivables con derivada continua

(fgy(x) =" (xg(x)+ F(x)g (x) ,esdecir, f(x)g"(x)=(fg)(x)— " (x)g(x)
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Por tanto
b b b b
[ 1099 x)dx = [ (F.9) x)dx— [ £ (x)g(x)dx = T (b)g(b) - T (a)g(@) - [ f (X)g(x)dx
Si llamamos u= f(x) , v=g(x) entonces du=f'(x)dx y dv=g(x)dx; la

b b

formula se puede escribir asi: ju.dv =uv]? - Iv.du

Ejercicio:
7l2 w2

1 . 1 r 1 V4
!x.sen(2x)dx:—Ex.cos(ZX)]o’2 +§ !cos(Zx)dx :Z+Z(sen(7z)—sen(0)) =7

u=x du = dx dv = sen(2x)dx V= —%cos(Zx)

2.3: Integrales impropias
Integrales en intervalos no acotados

Las integrales en intervalos no acotados o integrales impropias de primera especie son integrales del
tipo:

Tf (x)dx i f (x)dx Tf (x)dx , abeR

Sila funcion f esacotada e integrable VX >a, se define:

+00

jf(x)dx :bllrﬂjf(x)dx

a
Si este limite existe y es finito, diremos que la integral del primer miembro es convergente.
Si el limite es infinito se dice que la integral es divergente.

Sila funcion f esacotada e integrable Vx<b, se define:
b

[feodx = allmj f (x)dx

Si este limite existe y es finito, diremos que la integral del primer miembro es convergente.
Si el limite es infinito se dice que la integral es divergente.

Sila funcion f esacotada e integrable en el intervalo [a,b] Va,b e R, sedefine:
I f(x)dx = J f (x)dx + '[ f (x)dx siendo Cc e R arbitrario.

—00

Si los dos limites anteriores son finitos entonces la integral es convergente.
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Ejercicio.

i ) . pdx ) i )
Demostrar que la integral impropia J.—a es convergentesi « >1 vy divergentesi o <1.
X
1

Integrales de funciones no acotadas (impropias de segunda especie).

Si f noesacotadaen X=a Yy esacotada e integrable en todo intervalo de la forma [a +é, b]
siendo & cualquier nimero real positivo tal que a+ & <b, se define

i f(x)dx = !LT i f (x)dx

ate

Si este limite existe y es finito, diremos que la integral del primer miembro es convergente.
Si el limite es infinito se dice que la integral es divergente.

Si f noesacotadaen X=Db vy esacotada e integrable en todo intervalo de la forma
[a b— g] siendo & cualquier nimero real positivo tal que b—& > a, se define:

i f(x)dx = Iir(r)lbrf (x)dx

a

Si este limite existe y es finito, diremos que la integral del primer miembro es convergente.
Si el limite es infinito se dice que la integral es divergente.

Si f noesacotadaen el punto ce (a,b) y es acotada e integrable en todo intervalo de la forma
[a,c—gl] y [C+g2 ,b] siendo & y &, cualesquiera nimeros reales positivos tales
C—g >a C+eg, <b,sedefine:

b c b C—& b
jf(x)dx = j f (x)dx+j f()dx = lim [ f(x)dx+ lim [ f(x)dx
a a c a0 a 20 c+e,
Si los dos limites anteriores son finitos entonces la integral es convergente.
Ejercicio.
1

. ) i dx . ) .
Demostrar que la integral impropia '[—a es convergente si @ <1 y divergentesi o >1.
X
0

Integrales eulerianas.

* I'(p)= J.xp’le’xdx , p>0 funcion T (Gamma) de Euler
0
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Propiedades.

a) T(L/2) =7z

b)r(p)r(l—p)=ﬁ vpe(0,1)

o) I'(p+)=pl(p) Vvp>0

Si p>1, el calculode T'(p) se reduce al célculo de T'(q) con q e (0,1). Para estos valores,
entre 0y 1, existen tablas de valores de la funcion.

Ejercicio.
+00

Comprobar que I ax

I — )
. X2 (|Og X)l/2

1
* B(p.q)= jxp’l(l— x)"dx, p,g>0 funcién S (Beta) de Euler
0

Propiedades.

a) p(p,a)=p(,p)  Vp,q>0

wl2

b) A(p,q) =2 jsenz"’l(x).coszq’l(x)dx vp,q>0
0

I'(p)I'(q)

O A=

vp,qg>0

Ejercicio.

11
Calcular —
ﬂ(Z 2)

Aplicaciones geométricas de la integral.
Sean f(x) y g(x) funciones acotadas e integrables en el intervalo acotado [a , b].

Célculo de areas de regiones planas.

En el calculo de areas hemos de tener presente el signo de la funcién integrando en el intervalo
de integracion.

*Si f(x)>0 Vxe [a , b], el area de la region plana delimitada por la curva y = f(x), las
rectas verticales X=a , X=b yeleje de abscisas, viene dado por:

A:_b[f(x)dx
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* Sean c,d e (a,b) talesque c<d.Si, porejemplo, f(x)>0 Vxela,c]uld,b] y
f(x)<0 Vxe [C , d] , entonces el area de la region plana delimitada por la curva y = f(x),
las rectas verticales X =a, X =Db y el eje de abscisas, viene dado por:

c d b c d b
A:j f(x)dx+j— f(x)dx+j f(x)dx = j f(x)dx-j f(x)dx+J‘ f (x)dx
a c d a c d
es decir, que el area de una region de este tipo es:

A= j‘| f (x)fdx

*Si gx)<f(x) WVxe [a , b], entonces el area de la region plana delimitada por las curvas
y=f(x), y=9(x) vy lasrectas verticales x=a, X=Db viene dada por:

A= [[f () -g()kx

D ey T

* Sean c,d € (a,b) talesque c<d.Si,porejemplo, f(x)>g(x) Vxe [a,c] u[d ,b] y
f(x) <g(x) VXG[C,d] , entonces el area de la region plana delimitada por las curvas
y = f(x), y=9(x) y las rectas verticales X =a, X =D, viene dado por:

A= [[F 00 =g00kx+ [[900 - FOokx+ [[f (%) - g () bix
es decir, que el zrea de una region decz este tipo es:

A=j|f(x)—g(x)|dx

e Si el intervalo no es acotado o la funcién integrando no es acotada en algun punto de [a , b]

se pueden enunciar resultados analogos a los anteriores siempre que las integrales impropias
correspondientes sean convergentes.

Ejercicio.

X2 y2
Calcular el area encerrada por la elipse:  —-+ b =1
a

2 2

y* =b2(1—x—zj=—z(az -x2) oy =igm

a a
ab 2 2 4ba 2 2 4b”/2 2 2 2
A=4jg\/a —X dx=zj‘\/a —x2dx = - ‘Ha —a?sen?(t) . acos(t)dt =
0 0 0
7l2 ﬁ/21+cos(2t) l 7l2 ju
= 4ab I cos?(t)dt = 4ab j Tdt = 2ab{t+zsen(2t)} = 2ab5 = 7ab
0 0 0

Se ha hecho el cambio de variable X =asen(t) , te [O : %}
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Ejercicio.

Hallar el area determinada por lacurva y =

> Y su asintota horizontal.

1+X

+00 +00 b
A= J‘dex:z dex:Z. lim dex:Z. IirrL[arctg(b)—arctg(O)]:yr
1+x 1+Xx 1+x b+

b—+w
0

Ejercicio.
2
. . - , X
Calcular el rea de la region delimitada por las parabolas y = x*, y = > ylarecta y=2x.

Longitud de un arco de curva.

Si se considera la curva y = f(x), donde f es una funcién de clase uno en [a,b], se
verifica que la longitud del arco de curva de extremos los puntos (a, f(a)) y (b, f(b)) viene
dado por:

b

L= [y1+[f (0 dx

a

Ejercicio.

Calcular la longitud de la circunferencia de radio r

ryt=rt o y=mlr o) 0= ===

Vr? —x?
r X2 r r2 r 1
|_=4j 1+ ———dx = 4] = 4rj.4dx=
0 r-—X 0 r-—X 0 rz_xz
12 1

7l2
= A4r r.cos(t)dt = 4r _[ dt = 4r%: 2.1
0

! \r? —r?sen’(t)

Ejercicio:
Calcular la longitud del arco de curva y = x*'? de extremos los puntos  (0,0) y (1,1)

Calculo de voluimenes de cuerpos de revolucion.

Consideremos la region plana delimitada por lacurva y = f(X), lasrectas x=a X=Db yel

eje de abscisas. Si se hace girar esta regién alrededor del eje de abscisas se genera un cuerpo
denominado cuerpo de revolucion (sélido de revolucién) cuyo volumen viene dado por:

Vv =7r_T[f(x)] dx

a

Ejercicio.
Calcular el volumen de un cilindro de radio r y altura h sabiendo que es un sélido de revolucion.
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