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Objetivos

Planteary calcularintegrales de funciones de
una variable y aplicarlas a la resolucion de
problemas relativos a la ingenieria.



Calculo de Primitivas

Se dice que una funcién F(x) es una funcion primitiva de la funcion f(x) <

F'(x)=f(x) [OxODomf

La funcidn f(x) recibe el nombre de integrando y sumando a F(x) una constante
arbitraria C, se obtiene otra funcién primitiva.

Al conjunto de primitivas de la funcion f se le llama la integral indefinida de f .
Se escribe de la siguiente forma:

_[f(x)dx:F(x)+C

Las siguientes propiedades son inmediatas:

jamf (x)dx = a[j f (x)dx

j(f + g)(x)dx:j f(x)dx+jg(x)dx



Calculo de Primitivas

Integrales Inmediatas (1)

[allix=ax+C [DaOR )
' ( Ay (FON™
. n+l f(x))" O '(x)dx= +C n#-1
x"dx = X+1+C n#z-1 -( ) ) n+1
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- dx=log]| f +C
L dx=log|x|+C | B logl TR0
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(a*dx=—2—+C a>0a#l a'® ' (x)dx= +C  a>0azl
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[e*dx=e* +C [/ [T (x)dx=e"™ +C
[ ser(x)dx=—cos() +C ['ser(f () CF ' (x)dx= —cos(f (x)) +C
[ Cos®)dx = ser(x) +C [ cos(f (x)) [F ' (x)dx = ser( f (x)) +C

ICOSi(X) dx= [sec(xdx= [ (+1g”())dx=1g(x) +C

Icosz(lf ) ' (x)dx=tg(f (X)) +C




Calculo de Primitivas

Integrales Inmediatas (I1)
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d : - t —_— ' : —
Iserf(x) x=—ctg(x) +C Jsercrog I 09dx= —cta(f () +C
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j ctg(x)dx = j



Calculo de Primitivas

Métodos generales de integracion: Cambio de variable

Sea f una funcidn que admite primitiva, si hacemos el cambio de variable X = g(t)
siendo g una funcidén derivable con derivada continua, resulta:

| f(0dx=[ fla®]-g'(t)-dt

Ejemplo:

3 2 32
jx\/x2+1-dx:jt2dt:%+C: (X J;l) +C

Se ha hecho el cambio x*+1=t* t>0, es decir, 2xdx=2tdt  xdx=tdt



Calculo de Primitivas

Meétodos generales de integracion: Integracion por Partes

Si fy g son dos funciones derivables en el punto x, sabemos que f-g es derivable
enx: f(x)g'(x)=(f-9)'(x) = £'(x)g(x)

Portanto: [ f(x)g'(x)dx=[(f-g)'(x)dx~[ '(x)g(x)dx =
= (F-g)(9) = [ F'()g(x)dx=
= £ ()90~ [ f'(xg(x)dx
Sillamamos u= f(x) v=g(x) entonces du= f'(x)dx y dv=g'(x)dx

la formula se puede escribir asi:

judv:uv—jvdu



Calculo de Primitivas

Ejemplos:

.

4

. : Ix
e “sen(x)dx =1 u=e " . du=2e dx,

dv=sen(x)dx, v=—cos(x)

2 .. A - o P ,
I=—e"cos(x)+2|e"cos(x)dx ; u=e , du=2e"dx, dv=cos(x)dx, v=sen(x)

I=—e"cos(x)+ :{E?'ISE?H (x)— 2| e " sen( .1'jd.1'J = —e7 cos(x)+ 2e"sen(x)— 41
| .
I=—e {-.S'E?H{ x)—cos(x))+C
'Iq.
P . 1 _ _
| log(x)dx =1 : u=log(x)., du=—dx . dv=dx . v=x

X

L

I =xlog(x)— hldl = xlog(x) — x = x(log(x) -1)+ C
N



Calculo de Primitivas

Integracion de funciones racionales:

P(x) : . :
——~=dx siendo Py Q polinomios
Jam

Es suficiente estudiar el caso en que el grado de P(x) es menor que el grado de
Q(x) debido a que en caso contrario, se realiza la division y existen
polinomios C(x) y R(x), cociente y resto respectivamente tales que:

P(x) = Q(x)-C(x) + R(X)

Con grado de R(x) < grado de Q(x) y por tanto:
[2%9 gy= [e(ydx+ [~ dx
Q(x) Q(x)




Calculo de Primitivas

Integracion de funciones racionales:

Supongamos que el grado de P(x) es inferior al grado de Q(x). Para hallar la
integral se calculan las raices de la ecuacion Q(x) = 0y se descompone la
fraccion original en suma de fracciones simples. Veremos dos casos:

P(x): A N B N C
Q(x) x—a Xx—-b x-c

+...

Raices reales simples (a,b,c...):

PO A . A . A

Raiz real a de multiplicidad m: >t
Q(x) x-a (x—a) (x—a)™




Calculo de Primitivas

Ejemplo:
| ax t __ 4 + B Ax—A+Bx+B=1
x~ —1 x -1 x+1 =x-1
Si1 x=1 2B=1 B=1/2
Si x=-1 —24=1 A=-1/2
|‘ ?TI Y —ll dx =—llcug|:r+1|+llt::g|x—1|+£'=llc:-g x|l +C
- x~ —1 29x+1 27 x-1 2 2 2 x+1




Calculo de Primitivas

Integracion de algunas funciones irracionales:

Existen dos tipos distintos:

jR(x,\/a2 — X° )dx siendoR una funcién racional

Se solucionan con el cambio de variable: X = a-sert)

J'R(x,\/a2 + X° )dx siendoR una funcidén racional

Se solucionan con el cambio de variable: X=atg(t)



Calculo de Primitivas

Integracion de algunas funciones irracionales:

Al resolver ciertos ejercicios de este apartado, es necesario calcular la integral
del seno cuadrado o coseno cuadrado. Para ello, nos servimos de las
siguientes identidades trigonométricas:

1-cos@t)
2

serf(t) =

COSZ(t):1+coth)




La Integral Definida

Sea f una funcidn acotada en [a,b] e integrable, entonces la integral definida
de f en [a,b] se denota:

[ £ (x)dx

Los numeros a y b se llaman limites de integracion y deberian ser tales que a
es menor que b

Si f(x)=0yac<b,laintegral de fen el intervalo [a,b] mide el drea de la
region delimitada por las rectas x=ay x = b, el eje de abscisas y la grafica
de la funcion f



La Integral Definida

Propiedades de las funciones integrables

Linealidad:

Sify g son integrables en [a,b] también lo es la funcidn f+g y se verifica:
b b b
j (f + g)(x)dx:j f(x)dx+j g(x)dx
a a a

Si f es integrable en [a,b] y k € R, entonces la funcidon k-f también lo es:

[ (ke £)(dx =k (x)dx



La Integral Definida

Propiedades de las funciones integrables

Monotonia:
Sifygsonintegrablesen[a,b]y f(X)<g(x) [x[[a,b] entonces:

[ f(9dxs [ g(x)dx

Aditividad:
Sea f:[a,b]2>R acotada y sea c € (a,b). Se verifica que f es integrable en [a,b]

siy solo si f es integrable en [a,c] y en [c,b]. Ademas:

[0 £0dx= [ £ (xydx+ [ (x)dx



La Integral Definida

Teoremas Fundamentales del Calculo Integral

Sea f una funcion integrable en [a,b]. Podemos definir una nueva funcion F
sobre [a,b] de la siguiente manera:

OxOf[a,b]  F(x) :j f (t)dt

Esta funcidn esta bien definida puesto que por ser f integrable en [a,b]
también lo es en [a,x] OxO[a,b] . La funcion F asi definida se denomina
funcion integral de la funcion f. Se verifica que F es continua en [a,b]



La Integral Definida

Teoremas Fundamentales del Calculo Integral

Primer Teorema Fundamental
Si la funcidn f:[a,b] = R es continua en [a,b], la funcidn F:[a,b] = R tal que

F(X) :J'ax f (t)dt es una primitiva de f en [a,b], es decir:

F'(x)=f(x) UOx0O[a,b]



La Integral Definida

Teoremas Fundamentales del Calculo Integral

Segundo Teorema Fundamental (Regla de Barrow)

Si f es una funcidén continua en [a,b] y G es una funcidn continua en [a,b] y
primitiva de f en (a,b) entonces:

jb f (x)dx= G(b) - G(a)

Ejemplo

joz”ser(x)dx: —cos@m) +cosQ) = -1+1=0



La Integral Definida

Cambio de variable en la integral definida

Sea f(x) continua en [a,b]; si hacemos el cambio de variablex=g(t) tU[a, ]
siendo g una funcion derivable con derivada continua que admite funcion

inversa y tal que g(a) =ay 9(5) =b entonces:

jb T (x)dx= Lﬁf (g(t)-g'(Hdt

Ejemplo:
|=[V1-xdx  x=ser(t) tD[o,ﬁ]

I:.;g\/l—serf(t)-cos()dt j co§(t)dt =[? 21t C‘;Set) dt—5t+ L senony? =

71
Z+ 4ser(ﬂ) O——ser(O) =—



La Integral Definida

Integracion por partes en la integral definida

Sean f, g: [a,b] 2 R dos funciones derivables con derivada continua

F(x)-9'(x) =(1-9)"(x) = '(x)-9(x)

Por tanto:

[ £09-9'(9dx= [ (£-9)(xdx— [ '(x)-9(x) = £ (b)-g(b) -  (2)-9(a) - || f'(x)-g(x)cx

Si llamamos u = f(x) , v=g(x) entonces du =f'(x)dx y dv=g’(x)dx; podemos
escribir la férmula de la siguiente forma:

_[: u-dv=[uv]> - j:v-du



Integrales Impropias

Integrales en intervalos no acotados

Las integrales en intervalos no acotados o integrales impropias de primera
especie son integrales del tipo:

[Ttoodx [ feodx  [Tf(odx  abOR

a - —

Si la funcion f es acotada e integrable LIX= a se define:

[ £ (9dx=lim [ f (x)dx

b—>+00

Si este limite existe y es finito, diremos que la integral del primer miembro es
convergente. Si el limite es infinito se dice que es divergente



Integrales Impropias

Integrales en intervalos no acotadas

Si la funcidn f es acotada e integrable LIX< D se define:

[ f(gdx=1lim [ (x)dx

Si este limite existe y es finito, diremos que la integral del primer miembro es
convergente. Si el limite es infinito se dice que es divergente

Si la funcidn f es acotada e integrable en el intervalo [a,b] a,bR
[t (9dx=]" f(xdx+ [~ f(x)dx Siendo c € R arbitrario

Si los dos limites anteriores son finitos entonces la integral es convergente



Integrales Impropias

Integrales de funciones no acotadas

Si f no es acotada en x = a y es acotada e integrable en todo intervalo de |la
forma [a+&,b] siendo € cualquier numero real positivo tal que a+e<b

[ t(adx=1lim [* (x)dx
a -0

tJate

Sif no es acotada en x = b y es acotada e integrable en todo el intervalo de Ia
forma [a,b—&] siendo € cualquier nUmero real positivo tal que b-g > a

[* £ (dx=lim [ f (x)dx
a -0

tJa

Si este limite existe y es finito, diremos que la integral del primer miembro es
convergente. Si el limite es infinito se dice que la integral es divergente



Integrales Impropias

Integrales de funciones no acotadas

Si f no es acotada en el punto c € (a,b) y es acotada e integrable en todo
intervalo de la forma[a,c—&] y[c+¢&,,b] siendo £, y &, cualesquiera
numeros reales positivos tales que c—¢&,>a , c+&,<b se define:

[" £ 0dx=["f(dx+ [ F(ax= lim [ f dx+ lim [ f(x)dx

£ -0 Ja £, 0"

Si los dos limites anteriores son finitos, entonces la integral es convergente



Integrales Impropias

Integrales Eulerianas

+00
Funcién Gamma de Euler [(p) = jo xP*edx p>0

Propiedades
r) =

M(p)T@-p)= SN0 D) OpO (01)

(p+D)=pl(p) Op>0

Si p > 1 el calculo de I'(p) se reduce al célculo de I'(q) con g € (0,1)

Para estos valores entre O y 1, existen tablas de valores de la funcidn



Integrales Impropias

Integrales Eulerianas

Funcidon Beta de Euler

A(p.o)= [ x"*(@-x)"dx p,q>0

Propiedades
A(p.a)=p(q,p) Up.q>0

B(p.q) = ZIgsian‘l(x)- cos(x)dx Op,q>0

(p)T(q)

B(p,q) = F(p+0)

p,q>0



Aplicaciones geometricas

Cdlculo de areas de regiones planas

En el calculo de areas hemos de tener presente el signo de la funcion
integrando en el intervalo de integracion

Si f(x)=0 [Ox[O[a,b] el area de la region plana delimitada por la curva
y = f(x), las rectas verticales x =a, x =b y el eje de abscisas:

A= jb f (X)dlx

Sean ¢,d I(a,b) tales que c < d. Si, por ejemplo f(x) =0 0OxO[a,c]O[d,b]
y f(X)<0 0OxO[c,d], entonces el area de la region plana delimitada por
la curva y = f(x), las rectas verticales x =a, x=b y el eje de abscisas:

A= [T (dx+ [ = F(dx+ [ f (0dx= [ F(ax= [ f (xdx+ [ f (x)x



Aplicaciones geometricas

Cdlculo de areas de regiones planas

Si g(x) < f(x) [xO[a,b] entonces el area de la regidn plana delimitada por
las curvas y = f(x) , y = g(x) y las rectas verticales x=a, x = b:

A= [ (%) - g(0]dx

Sean ¢,d L(a,b) tales que c < d. Por ejemplo, f(x)=g(x) OxO[a,c]O[d,b]
y f(X)<g(x) OxO[c,d] entonces el area de la region plana delimitada
por las curvas y = f(x) , y = g(x) y las rectas verticales x =a, x = b:

A= [T -g00ldx+ [ [a0) - f (dx+ [ Tf () - g(x)]dx



Aplicaciones geometricas

Longitud de un arco de curva

Si se considera la curva y = f(x) donde f es una funcién de clase uno en [a,b]
se verifica que la longitud del arco de curva de extremos los puntos

(a,f(a)) y (b,f(b)) viene dado por:

L= ["J1+[f (0] ox



Aplicaciones geometricas

Volumenes de cuerpos de revolucion

Consideremos la regién plana delimitada por la curvay = f(x) las rectas x = a
x = by el eje de abscisas.

Si se hace girar esta region alrededor del eje de abscisas se genera un
cuerpo denominado cuerpo de revolucion cuyo volumen viene dado:

v =7[ [f () dx



