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CALCULO
GRADO EN INGEN. INFORM. DEL SOFTWARE. 12-13
EJERCICIOS RESUELTOS DEL TEMA 1

1) Demostrar, aplicando el principio de induccién, las relaciones siguientes:

n(n+1)2n+1)

a) 17 +2°+3°+..+n% = 5

vneN by 2"<nl Vn>4

Solucién:

a)
Para n=1 obtenemos 1° :% cierto

Supongamos, por hipétesis de induccidn, que es cierta la igualdad para n y debemos

demostrarlapara n+1: 1P +2°+..+n*+(n+1)* = (n+1)(n +62)(2n +3)

nn+D@N+D e (0 +D[n@n+1)+6(n+1)] _

1 +22+..+n°+(n+1)* = =
6 6

_(n +1)(2n* + 7N +6) _ (n+)(n+2)(2n+3)

6 6
b)
Para N=4 obtenemos 2°=16<4!=24 cierto
Supongamos, por hipétesis de induccidn, que es cierta la desigualdad para n y debemos
demostrarla  para n+1: 2" < (n+1)!

2" =22"<2n < (n+1).nl=(n+1)!

2) Hallar los numeros reales x que verifican:

3P >2 b 2)? <3 w 0
a) (x-3) ) (x+2) < c) (X+3)(X_4)>
X+1
d) [3Xx— 2X—4 <1
) Bx-1> x4 o 2L
Solucion:
a) (x-=3)*>2 <:>|x—3|2\/§ & Xx-3242 6 x-3<-2 o

c>x23+\/§ 0 XSS—\/E , es decir, son los

X €& (—00,3—\/§JUl3+\/§,+oo)
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b (x+2)°<3 < |x+2|<\/§ o —3<x+2<+3 o —\3-2<x<+3-2
, es decir, son los XE(—Z—\/§,—2+\/§)

(x+D(x-2) 20

(x+3)(x—4) & (xX+D)(x-2)>0 y (x+3)(x-4)>0 6

x+D(x-2)<0 y (x+3)(x—-4)<0

xX+D)(x-2)>0 & x>-1y x>2 6 x<-1 y x<2 & x>2 6 x<-1
(X+3)(x-4)>0 & x>-3 y x>4 6 x<-3 y x<4 & x>4 6 x<-3

El numerador y el denominador son por tanto positivos < x>4 6 X<-3
X+)(x-2)<0 < -1<x<2 ; (x+3)(x-4)<0 & -3<x<4

El numerador y el denominador son por tanto negativos < —-1<x<?2

Solucién:  sonlos X e (—0,—3) U (-1,2) U (4,+0)
d [3x-1=3x-1 si x>1/3 6 1-3x si x<1/3
2x—4/= 2x-4 si  x>2 6 4-2x si x<2

Si x<1/3, Px-1>[2x-4 < 1-3x>4-2x < 3+x<0 < x<-3
Si 1/3<x<2, Bx-1>]2x-4| < 3x-1>4-2x < 5x>5< x>1 < 1<x<2

Si x>2, Bx-1>2x-4 < 3Kx-1>2x-4 o x>-3 & x22

Solucién: sonlos X € (~0,~3)U (L+x)

Xx+1
x? +1

<1l o -1< <1l o —x?P-1<x+1<x%*+1

2
—x*-1<x+1 © XP+x+220 & (x+%} +%20 ( se verifica VX)

X+1<x’+1 & x*-x>20 © x(x-D>0 < x=1 6 x<0

Solucién: sonlos X € (—a0,0]u [1+0)
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3) Hallar el dominio de las funciones siguientes:

a) f(x):# b) g(x)=vx*+2x-3 ¢) h(x) = sen X2+9
X® — X —2X X°+1
2
d) m(x)=|og[sxt—x+3_]
X“+1
Solucién:
a) F(x) = X-5 X-5

X(x* —x-2) B X(X—2)(x+1)
Dom f = R—{-1,0,2} = (~o0,~1) U (-1,0) U (0,2) U (2,+0)
) Dom g=1{xeR/x*+2x-320] ={xeR/(x-1)(x+3)>0}
X-D(x+3)20<= x>21 y x>2-3 6 X1y x<-3 & x=21 6 x<-3
Dom g = (— oo,—3]u[1,+oo)

c) Dom h=R

2 2
o Dom medxerig X3l [y g Xiexd gl
X°+1 X +1

= XeR/IX? +x+3>x* +1}={x e R/X+2> 0} = (= 2,+o0)

4) Estudiar si las siguientes funciones son pares, impares o ninguna de las dos cosas:

2x° -3x* +5 X5 — 2% + sen(x)
Q) f(X)=—F——7-— b X) =
) F(x)  ox il ) 9(x) o500 Lo X
c) h(x)=xtg(x)-x>cos(x)  d m(x)zw
X% — X
Solucién:
6 ay2
Y f(_x):wif(x) y #-f(x) ninguna de las dos cosas
- X" +2x+1

—x° +2x3 —sen(x .
b) 9(-x)= 4( ) —g(x) impar
cos(x) —1+ x

c)  h(=x) =—-x°tg(x) + x® cos(x) = —h(x) impar
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O mx) =" se_ni);)joxs(x) —m(x) oar

5) Se consideran las funciones
f(x)=x"-x g(x)=e* h(x) = log(-x)

a) Hallar fof , goh, hog, fogoh, fog ysusdominios
b) ¢Es f inyectivaen R? En caso negativo, restringir f , a partir de su grafica, a un dominio
donde si lo sea y hallar la funcién inversa f ™ calculando su dominio.

c) calguna de las funciones f,g y h es acotada en su dominio? Calcular, si existen, el
supremo, infimo, minimo y méaximo de cada una de estas funciones en el intervalo (0, 1].

Solucion:
a) (fof))=f(f(x)=Ff(x*=x)=(x>=x)2=(x* —x) =x*—2x* +x vxeR
(92h)) = 9(() = gllog(-x)) =™ == vx <0

(hog)(x) =h(g(x)) =h(e™) =log(-e™) no existe

(fogoh)(x) = f((goh)(x)= f[—a =(—lj —(—lj i2+1 vx <0

X X X X

(fog)¥)=f(g(x)=fe™)=(e)’-e™*=e?-e> VxeR

by f(x)=x(x-1) ; f0)=0="F(@Q) portanto f no esinyectivaen R
A partir de la gréfica se observaque f es estrictamente decreciente en (— oo,0.5] y
estrictamente creciente en [0.5,+oo). Asipues, f esinyectiva en cada uno de estos intervalos.

Consideremos  f : [O.5,+oo) - [— 0.25,+oo)

fE0)=x  Wxe[0250) + [1700f - F00=x
t?—t—x=0 siendo t=f '(x) ;t:%iﬂ;“

La inversa es Unica; en este caso

N1+ 4x
2

fl(x):%+ ; Dom f*=[-0.254+0) ; Im f*=[0.5+0)

c) f noesacotadaen R yaque no es acotada superiormente al ser Im f = [— O.25,+oo).
g noesacotadaen R yaque no es acotada superiormente al ser Im ¢ = (O,+oo).
h  no es acotada superiormente ni inferiormente en (— oo,O) yaque Im h= (— oo,+oo).
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si xe(01], f(x)e[-0250]= Im f

sup f(x)=0= £n(gl>l(] f(x) : Xle?(fl] f(x)=-0.25= Xme((l)q] f(x)

xe(0,1]
si xe(01], g(x)eletl)= Im g

_ - . - _ 71 _ -
ild)[i]g(x) =1, Q(%ﬁg(x) no existe ; XIEr(lof’l]g(x) =e = Xrll((l)’q]g(x)

h no esta definida en (O,l]; por tanto no tiene sentido calcular el supremo, infimo, ... ya que
el conjunto imagen es el vacio.

6) Calcular, empleando cuando se pueda infinitésimos equivalentes, los siguientes limites:

a) im0 Gyl b) |im(x2+x3)|og(1+i3j Si X >
X“—a X
.sen(x) —cos(x) . : 1 _
c) lim () %) si x>2 d) lim(cosx)senco  si X —0
1-tg(x) 4
: 8
e) lim———— si x>0
) 2+e
Solucién:
. n(x-— . - . 1 1
a) |Imw=|lm)§—a2=hm =—
x>a X° —a x=>a X —a x»axX+a 2a

b) lim(x? + xs)log[l+i3j = lim(x? + x3)i3 =1

X—0 X X—00 X
0 /4senix)—cos(x) i /4sen(x)3;nc<;s(x) _ Iirr)A—cos(x)z——z

X—>7 _tg(x) X—>7 1- ( ) X7 2

cos(x)

. : 1 . cos(x)-1 . —x*/2
d)  lim(cos(x))"*"® =1 : logl =lim log(cos(x)) = lim—2 = = lim——~—2=0
) er( ( )) g x—0 sen X) g( ( )) x—0 x—0 X

l=¢e®=1

e) lim 8 o= 8 =4 lim 8 o= 8 =0 ; noexiste el limite en el cero.

x>0" 247 240 x>0 247 2+

7) Obtener las asintotas de las siguientes funciones
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) f(X)=— b g(=log(x*+3x+2)  ©) h(x)=
1+elx

(x-2)

d) I(x) = xe"*
utilizando, cuando corresponda, infinitésimos equivalentes y jerarquia de infinitos.

Solucion:
a) Dom f=R-{}

1 1

Verticales : lim f(x) = —=0 ; limf(x)= —=1 No hay
x—1" x—-1" e
) . 1 1 . 1 .
Horizontales: lim f(x) = s=—==lim f(x) ; y == horizontal a los dos lados
X—>+00 1+e 2 xo 2
Oblicuas: No tiene (por tener una asintota horizontal a los dos lados).

b) Dom g ={xeR/X>+3x+2>0}= (~o0,-2)U(~L+w)
Verticales:

lim g(x) = Iogklim X% +3x+ 2): log(0) = -
X—>-2" —-2
=—2 asintota vertical por la izquierda.
lim g(x) = Iogklim X% +3x+ 2): log(0) = —o
x—>-1* —>-1"

X=-1 asintota vertical por la derecha.

Horizontales:

lim g(x) = Iogklim X% 43X+ 2)= 400 = lim g(x) No tiene asintotas horizontales
X—>+00 —>+0 X—>—00

Oblicuas: y=ax+b , a=0

2
a=lim=—= 9(3) _ = lim Iog(x +3XJFZ):O_Ilm 9(x) yaquesi X — 400
X—>+0 X X—>+00 X X——0 Y
log(x) << x
No tiene asintotas oblicuas
¢) Dom h=R-{2}
Verticales:
lim h(x) = 8 = 400 = I|m h(x) ; X=2 asintota vertical por la izquierda y por la dcha.
X—2~
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Horizontales:

limh(x)=+40 , limh(x)=-o ; No tiene asintotas horizontales
X—>—0

X—>+00

Oblicuas: y=ax+b , a=#0

2
a=1lim "= jim X g jjm ")
X+ X X—>+00 (X—Z) x—>-o X

3 2 3
b=lim|—*  —x|=lim X =g gim| X«
X—>+00 (X—2) X—>+00 (X—2) X—>—00 (X—2)

y = X+ 4 asintota oblicua por los dos lados

Dom | =R-{0}
Verticales:
liml(x)=0e™ =0.0=0 . liml(x)=0.e™ =000  indeterminacion
x—0~ x—0"
el/x e'[ 1
liml(x) = lim——= lim—=+0 , vyaquesi t==— 4o e' >>t
x—0* x—0" 1/ X to+o t X

X =0 asintota vertical por la derecha

Horizontales:

lim xe** = +00.1=40 : lim xe¥* = —w0.1=—w : No tiene asintotas horizontales.

X—>+00 X—>—00

Oblicuas: y=ax+b , a=#0

a= Iimmz lime'* =1= |imM

X400 X X—>+00 X—>-—0 ¥
. . . 1 .
b= lim[I(x) - x]= lim x(e"* —1)= lim x.= =1= lim [I(x) - X]
X—>+0 X—>+00 X—>+0 X X—>—00
ya que e*-1~x si x—0
y =x+1 asintota oblicua por los dos lados.

8) Justificar que las siguientes funciones son continuas en su dominio y definirlas, cuando sea
posible, en el resto de puntos para que sean continuas en toda la recta real.
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X _Aa=X 2_16 1 1/x

) F0="""— B g=" 0 h( ="
X 1 _ 1-cos(x)
d) I(x)_X2+35en(Xj e) m(X)_—x(x—l)

Solucién:

a) Dom f =R— {O}; f es continua en su dominio por ser diferencia y cociente de continuas.
1

et —— 2x
xoooeT -1 . .1 .
€ —lim =lim =lim—==1 (e¥-1~x si x—0)
2X x>0 2xe*  x02xe*  xo0e”

iy 100 =i
Si definimos f(0) =1 f escontinuaen R

b) Dom g=R—{-4}
g es continua en su dominio por ser racional (cociente de funciones polindmicas).
(x+4)(x—-4)

fimg() = lim=—""— = limx-4=-8

Si definimos g(-4) =-8 g escontinuaen R

¢) Dom h=R-{0}
h es continua en su dominio por ser suma, resta, cociente y composicion de continuas.

L +1
: l+e” T im0+
imh()=1—==1 & Jimh(x)=lm=——=o—"=-1
el/x_

h presenta una discontinuidad esencial de salto finito en el punto 0;  por tanto no es posible
definir h en dicho punto para que sea continuaen R .

d) Dom I=R—{0}

| es continua en su dominio por ser suma, producto, cociente y composicion de continuas.

lim—;
x>0 x° 43

1 . .
sen(—j =0  por ser producto de una funcion con limite 0 por otra acotada.
X

Si definimos 1(0) =0 | escontinuaen R.

e) Dom m=R-{01}
M es continua en su dominio por ser diferencia, producto y cociente de funciones continuas.

f— 2 — pa—
1 cos(x): im X /2 . X _ iml cos(x):1 cos(l):OO

=lim =0 ;
-0 X(x—=1)  =0x(x-1) x02(x-1) x>1 X(x-1) 0
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M presenta una discontinuidad esencial en el punto 1; por tanto no es posible definir  m en
dicho punto para que sea continuaen R. Sidefinimos m(0) =0 seria continuaen R — {1}

9) Demostrar que la ecuacion cos(x) =kx , k >0, tiene, al menos, una solucién en el intervalo
(0,712).

Solucion:
Tenemos que demostrar que la ecuacion  kx —cos(x) =0 (k > 0) tiene, al menos, una raiz
enel intervalo (0,7/2). Sea f(x)=kx—cos(x) (k>0)

f es continua Vx € R ; en particular loesen [0,7/2] ; f(0)=-1<0 ; f(7z/2):k%>0.

Aplicando el teorema de Bolzano se demuestra el resultado.

10) Decir, de las siguientes funciones, cuales estan acotadas superiormente e inferiormente, y las
gue tienen maximo y minimo (sin utilizar derivadas).

1 1
a f(x)=——— en (0,2 , b X)=—— en 2,3
) 1= en [0.2] ) 90)=——7 en [2,3]
X2
c) h(x)= . entodoR
1+x
Solucion:
a) f noest4 acotada superiormente ni inferiormente en [0,2] ya que Iimil: —00
x—>1 X —
y lim L +00. En consecuencia no existe max f(x) ynoexiste min f(X).
-1t X —1 x€[0,2] x€[0,2]

b) g es continua en el intervalo cerrado [2 : 3]; por tanto es acotada superiormente e inferiormente
en [2 , 3] y alcanza el maximo y el minimo en dicho intervalo.

2 2

c) lim =0=lim
x>t ] 4 X x>0 ] 4+ X

h estd acotada superiormente e inferiormente en R ya que es continua en todo punto

y el limite en el infinito es un ndmero real. Ademas como la funcién no toma valores
negativos, h (0) =0 vy el limite en el infinito es cero resulta que el conjunto imagen es un

intervalo de la forma [O, h(a)] = [0, h(—a)]. Por tanto tiene maximo (n(a)) y minimo (0) .

4 4
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11) Estudiar la continuidad y derivabilidad en los puntos X =0y x = -1 de la funcion:

sen(x) , x>0
f(x)=< x* , xe(-10)
-2x-1, x<-1

Hallar la funcién derivada de f en los puntos donde exista.

Solucion:
f escontinuaen Xx=0 < lim f(x)=lim f(x)= f(0)
x—0~ x—>0"
Iirp f(x) = Iirrg x*=0 ; lim f(x) = Iingsen(x) =0 ; f(0)=sen(0)=0
x—0" X! x—>0" X—>

f escontinuaen x=-1 < |lim f(x)= lim f(x)= f(-1)
x—-1" x—-1*

lim f(x) = lim-2x-1=1 ; lim f(x)= Iirﬂx2 =1; f(-)=1

x—-1" x—>—1"

f escontinuaen Xx=0 yen X=-1; por tanto es continua en todos los reales.

f esderivableen x=0 < 3f°(0) = ng f(0+hr)]_ O eR

0 = lim f(h);f(o):"mﬁzo 0% = lim f(h);f(O):”msen(h):l

h—0~ h—0 h h—0* h—-0 |
f noesderivableen x=0

fleh) - f(D) _ o
h

f esderivableen x=-1 < 3 f'(-1) = ng

£(-1) = lim f(-1+h)- (-2 _lim = 2(-1+h)-1-1 im= 2h _
h—0~ h h—0 h h—0 h
2 2
(1) = lim f(=1+h) - f(-1) _ lim (-1+h)* -1 _lim h?—2h _ P
h—0* h h—0 h h-0 |
f esderivableen x=-1 y f'(-1)=-2
cos(x), x>0
f'(x)=< 2x , xe(-10)
-2 x<-1
12) Hallar la funcién derivada de las siguientes funciones:
a) f()=e" 0 g(x)=logl &)
tg(x)+1
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C) J(X) _ {ex -1, x2 0 d) |(X) _ (3+ 2X)Iog(3+2x)

x> |, x<0

Solucién:

a)
f(x):{ex , x>0
e

,X<0
f esderivableen x=0 < 3 f'0)eR , 3 f'0)eR y (0 )=f(0")

f(h)‘ O _jim e =1 jim =y

f (O_):hILT* h-0 h h—0 h
£(0%) = lim f(h) PO _jim® 1 _jim " 21
h—0* h—0 h h—0 h

Por tanto no existe f“(0)

f'(x):{ e, x>0

-X

—-e™", x<0

b)
B 20 . , _2tg(x)(1+tg2(x))_1+tgz(x)
9(9) =logltg®(x))-logltg () +1) ;  gx) = 9700 G001
cn 2 2 1
g'(x) =1+t (x){ 500 900 1]
c)
j0) = hmM_m%:o
i) = J(h) J(O)=Iimeh_1=limn=1
h—=0 h h—0 N
Por tanto no existe j (0)
e, x>0
109 = {ZX x<0
d) log 1(x) = log(3+ 2x).log(3+ 2x) = (log(3+ 2x) )’

YO _510g3+ 2.

4
I(x) = (3+ 2x)°9®*? Jog(3 + 2x).
) (x) = (3+2x) 9(3+2X). 5
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13) Sea f(x) = arctg (ﬂj

1+ sen(x)

a) Comprobar que la funcién derivada es una constante.
b) Hallar la ecuacion de la recta tangente a f en el punto de abscisa X = 0.

Solucion:
a)
F(x) = 1 — sen(x)(L+ sen(x))— cos(x) cos(x) _
1+L2(X) (L+sen(x))’
(1+sen(x))’
_ —sen(x) — sen”(x) —cos’ (x) _o-sen(x)-1_ sen()+1 1
(1+sen(x))* +cos?(x) 2sen(x)+2  2(sen(x)+1) 2
' . _z 1

b) y-f(0)=f0)(x-0 y=7"35%

14) Hallar la derivada de la funcién inversade f(x)=x>-X si Xe [l, 2].

Comprobar que se obtiene lo mismo utilizando el resultado correspondiente a la derivada de
la funcion inversa.

Solucién:

Si Xe [1,2] f(x)=x(x-1) es estrictamente creciente (por tanto inyectiva) y
f:[1,2] = [0,2] . Lainversa es (ver ejercicio 5b):

1 J1+4x

f’l(x):E+ ; . xe[0,2]
1 4 1
fHYy®== = €
(T 2 241+4x  1+4x vxe(0.2)

Utilizando el resultado correspondiente a la derivada de la funcién inversa, resulta:

Y0 PR S SR 1 _ 1
FE2)) 2F7(0)-1 1+/1+4x-1 +1+4x

X . . . .
15) Demostrar que la ecuacion ———e* =0 tiene exactamente una raiz positiva y encontrar un
X

intervalo (con extremos enteros consecutivos) que la contenga.

Solucién:

Sea f(X):X__l_e’X con xe(0,0) ; f’(x):iz+e’x¢0 Vx € (0, )
X X
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Asi pues, laecuacion  f(x) =0 tiene, a lo sumo, una raiz positiva como consecuencia del

teorema de Rolle.
f escontinuaen [L,2], f@)=-e*<0 , f(2)=05-e?>0.Portanto, aplicando

Bolzano, podemos afirmar que en el intervalo (1,2) laecuacion f(x) =0 tiene, al menos, una

raiz real.

De todo lo anterior se deduce que la ecuacién  f(x) =0 tiene exactamente una raiz positiva y

se encuentraen (1,2).

16)
a)Sea f(x)= 1 , ¢Existe ¢ € (—1,1) tal que f'(c) = w ? Justificar si la respuesta
X

anterior esta en contradiccion con el teorema del valor medio.

b

b) Demostrar que 1—E<Iog—<——1 si O<a<b
b a a
Solucion:
a) f'(x):—i2 vx#0 = ' xX)<0
X
fFO-CD _1-(D _,
2 2

Por tanto la respuesta es no.

f no es continua en [—1,1] ni derivable en (—1,1); asi pues, la respuesta no esta en
contradiccion con el teorema del valor medio ya que la funcion f no verifica las hipétesis de

dicho teoremaen [-1,1] .

b) Sea f(x)=log(x), Xe[a,b]; f escontinuaen [a,b], derivableen (a,b) y f(x) _1
X

Por el teorema del valor medio 3c € (a,b) tal que f'(c):w , €s decir,
-a
IogE
E:Iog(b)—log(a): a 4 equivalentemente IogE:(b—a).l
C b-a b-a a c
O<c<b = 1 = IogE>B:1_E
c b a b b
0<a<c = 1<t o Iogg<;a=9—1
c a a a a

(nétese que b—a>0)
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17) Calcular, usando la regla de L™ Hopital, los siguientes limites:

y im90=X Lo gy imi9Ces@) g
X —sen(x) log(cos(bx))
Solucion:
a)
90 -x _ "m1+tgz(x)—1: lim 2tg(x)(1+tgz(x)): lim 2(1+tgz(x)):
a Xx—sen(x) x>0 1-cos(x) x>0 sen(x) x>0 c0S(X)
—asen(ax)
b) log(cos(ax)) _ . cos(@x) _ . -atg(@) _ . —a2(1+tgz(ax))= a’
0 log(cos(bx)) x>0 —bsen(bx) x>0 —btg(bx) x>0 — b2(1+tgz(bx)) b?
cos(bx)

18) Dada la funciéon f(x) =log(x +1)

a) Aproximar dicha funcion por una parabola en un entorno del cero.
b) Acotar el error que se comete al considerar el valor del polinomio anterior para calcular
log(1.1).

Solucién:

a)
f(x)=f(0)+ f]fO) X+ f;I(O) X% 4.+ f(:ﬂ(O) X" + E:ji;) x"™, ce(0,x) 6 ce(x0)

=T,(f,00(x) +R,(f,0)(x)

f(x)=T,(f,0)(x) = f(0)+ fl(o) f;fo)xz

f(x)=log(x+1) = f(0)=0

b 1 (O - . ey L “0) = —
fo=—7 = =1 LT = PO
1.,
Por tanto: log(x+1) = x —Ex
b)  log(1.1) =log(0.1+1) = f(0.1) ~ 0.1—%(0.1)2 =0.095
2
R,(£,0)(0.1) = f(0.1)—T, (f,0)(0.1) = (C)(01) (C+1) 1) (0.1)° = (11)3 (0.1)°
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ce(001) =c+1>1 = (c+1)°*>1 = 0<;3<1
(c+1)

Por tanto:

mgfpmmx<%m@3=%m*<5lw4

19) Utilizar un desarrollo de Mac-Laurin adecuado para calcular sen(1) con un error menor
que 1072

Solucion:
f(x)=sen(x) = f(0)=0 ; f'(x)=cos(x) = f(0)=1
F ) =—sen(x) = f°0)=0 : £~ KX)=-cos(x) = f0)=-1
fex)=sen(x) = f“0)=0 ; () =cos(x) = f&0)=1
Resulta :  f®™(x)=(-D"cos(x) , f@*(0)=(-1"

f @72 (x) = (-1)"*sen(x)

(O, O, 70 o _

1 2! T 2n+D)!
X3 X5 (_1) " 2n+1

= x—— 4+ _

= et
3 5l (2n +1)!

Tona (£,0)(X) = T(0) +

M X242 _ M x2n2

R,...(f,0)(X) = ce(0,x) 6 ce(x,0)

(2n+2)! (2n+2)!
3 5 _1\n _1\n+l
sen(x):x—x—+)(——...Jrixz”+1 (D)™ sen(c) 2 ce(0,x) 6 ce(x0)
3 5l (2n +1)! (2n+2)!

sen(l) 1 -1)" N (-1)""*sen(c)
3 5 7 (@n+D)! (2n+2)!
|(—1)”*1sen(c)| _ |sen(c)| 3 1

| (2n+2)! | (2n+2)!  (2n+2)!

: ce (0]

<10%<n>2

Si n=2, 2n+1=5  yportanto sen(l)z1—1+£:1—1+i:&
3 5 6 120 120

sen(l) ~ % con un error menor que 107
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: - e’ +e” :
20) Demostrar que X = 0 es un punto critico de la funcién f(x) = — +C0s(x) y estudiar

si s maximo, minimo, punto de inflexién o ninguna de estas tres cosas.
Solucion:
, 1 _ , . -
f (x)= E(eX -e X)— sen(x) = f(0)=0 ,esdecir, x=0 esun punto critico

f"(x):%(ex+e‘x)—cos(x) = 70)=0

f"'(x):%(ex—e‘x)+sen(x) = f770)=0

f“(x) =%(eX +e‘x)+ cos(x) = f¥(0)=2

Como la primera derivada que no se anula en X=0 es de orden par y dicha derivada es
positiva aplicando el criterio de la derivada enésima resulta que f (0) =2 es un minimo relativo.

21) Hallar los extremos absolutos y relativos de la funcién f(x)=2x®-9x* +12x+15 si
xe[0,3].

Solucion:

Sabemos que una funcion continua en un intervalo cerrado alcanza el maximo y el minimo
(absoluto) en algin punto del intervalo. Los puntos criticos son en este caso los extremos del
intervalo junto con los puntos interiores donde la derivada se anule o no exista.

f es derivable en todo punto por ser un polinomio.

f(x)=6x"-18x+12=0 < x*-3x+2=0 < Xx=1, x=2
f(0)=15 ; f(®=20; f(2)=19; f(3)=24
Por tanto : m[oa%(] f(x)=f(3)=24 ; rrE(l)rsl] f(x)=f(0)=15
Comprobemos que f (1) =20 esun maximo relativoy f(2) =19 un minimo relativo.
f"(x)=12x-18 = f"Q<0 y f7(2)>0

22) Determinar las dimensiones del rectangulo de area maxima inscrito en una circunferencia de
radio R.

Solucion:
Sean X e Yy labasey laaltura del rectangulo. Por el teorema de Pitagoras se verifica la
siguiente relacion: x> +y>=(2R)*  es decir, y=+4R*-x’ y por tanto:

A(X) = xv/4R? — x* es el rea del rectangulo inscrito en la circunferencia de radio R.
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_ 2_ 2
K(x)=AAR? —x? +x——2X AR -2y o 2R’ o x=42R
2J4R? —x? 4R —x?

Se puede comprobar que A"(\/ER)< 0 , es decir, la funcion A alcanza un maximo en dicho
punto. Las dimensionesson X = V2R . Yy=+4R*-2R* = V2R y seria un cuadrado.

23) Sea f(x)=xe""
a) Determinar el dominio, asintotas, crecimiento y decrecimiento, extremos relativos,
concavidad, puntos de inflexién y hacer un eshozo de la grafica de f.

b) ¢(Es f acotada inferiormente o superiormente en su dominio? ¢Es acotada inferiormente
en (0, ) 2. Calcular, si existen, el infimode f(x) en (0,o) yel supremode f(X)

en (-0, 0).

Solucién:
) Dom f = (~,0)u(0,)

Asintotas verticales:

lim 1/x

lime* =g~ =e™ =0 = limxe"*=0.0=0
x—0" x—0"
oy mabe L . Ux _ . o
lime'* =e =™ =40 = limxe"* =00 indeterminacion
x—0* x—0"
1/x t
) . . € .
lim xe** = lim = lim — =+ yaquesi t—+40o ,  e'>>t
x—0" x-0" 1/ X to+o t

Portanto X =0 es una asintota vertical por la derecha.
Asintotas horizontales:

lim xe** = +00.1= 40 ; lim xe*’* = —00.1= -

X—>+00 X—>—00

No tiene asintotas horizontales.

Asintotas oblicuas: y=ax+b , a=#0

a=limt ™ _jimet 21 b = lim[ f (x) — ax] = limx(e"* —1) = lim x(1/x) =1

X—>00 X X—00 X—>»00 X—00 X—00

y=x+1 asintota oblicua por los dos lados.

Crecimiento y decrecimiento:

f'(x) =e"* +xe’’* (-1/x*) = e“x(l—lj =0 & x=1
X
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Si xe(-o,0), f(x)>0 = f esestrictamente crecienteen (—o0,0).
Si  xe(0,1), f'(x)<0 = f esestrictamente decrecienteen (0,1).
Si xe(,+x), f'(xX)>0 = f esestrictamente creciente en (1, + 00).

Extremos relativos:

Aplicando el criterio de la derivada primera resulta que f tiene un minimo relativo en
X=1, decir, f(l)=e€ esunminimo relativo.

Concavidad:

f"(x)=—i2e“x(l—lj+i2e“X = e“x.is;to Vx € Dom f
X X) X X

Si xe(-o,0), f'(x)<0 = f esconcavahaciaabajoen (—o0,0).
Si xe(0,0), f7(x)>0 = f esconcavahaciaarribaen (0,)

Puntos de inflexion:

No hay puesto que 0 ¢ Dom f
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b) f no esacotada ni superiormente ni inferiormente en su dominio ya que
lim f(x)=—-w y lim f(x)=lim f(x) =+
X—>—00 X—>+00 x—0"

Obsérvese que  Im f =(—o0,0)Ule, +).

f es acotada inferiormente en (0,+o0) yaquesi xe(0,+w), f(x)ele,+x)
inf ) f(x)=e

Xe(0,+oo

f es acotada superiormente en (—c0,0) yaquesi xe(-o0,0), f(x)e(-x,0)
sup f(x)=0

xe(—,0)

. - x-1 _
24) Se considera la funcion f(x)=—--¢"
X

que tiene un Unico punto de inflexion aproximadamente en (—0.9,-0.3).

a)  Determinar el dominio, continuidad, asintotas, monotonia, concavidad y hacer un
eshozo de la graficade f .

b) ¢(Es f acotada superiormente en sudominio? ;Es f acotada superiormente en
(0,00) ? (Es f acotada superiormente e inferiormente en (0.5,1) ? Razonar las
respuestas.

Solucién:
a) Dom f = (~o0,0)u(0,)

Continuidad:
Es continua en todo su dominio por ser diferencia y cociente de funciones continuas.

Asintotas verticales:

Iimf(x):;—_1—1:+oo—1:+oo : Iimf(x):;—}—l:—oo—l:—oo

x—0" x—0"

X =0 es una asintota vertical por la izquierda y por la derecha.

Asintotas horizontales:
lim f(x)=1-e™ =— ; limf(x)=1-e =1
X—>—00

X—>+0

y =1 esunaasintota horizontal para X — +o©

Asintotas oblicuas: y=ax+b , a=0

Solamente podria tenerla para X — —o0
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a=lim " jim X1 jim & o jim =8

X0 X X—>—o X X——0 X X—>—00

:O—(—OO):+CD

No tiene asintotas oblicuas.

Crecimiento y decrecimiento:

. 1 : . -
f'(x)=—=+e*>0 VxeDom f = f esestrictamente creciente en su dominio.
X

No tiene extremos relativos

Concavidad:

£(X) =—X—23—e-x “0 o x~-09

Si xe(-0,-09)u(0,+0) f'(X)<0 =
f esconcava hacia abajo en (—0,~0.9) U (0,+0).
Si xe(-09,0) f“(x)>0 = f esconcavahaciaarriba en (—0.9,0).

=21

b3

b) f no es acotada superiormente en su dominio ya que lim f (Xx) = +o0. Nétese que
x—0"

Im f =(—oo,+oo)
f es acotada superiormenteen (0,+o0) yaquesi xe(0,+w) , f(x)e(-,1)

f esacotada superiormente e inferiormente en (0.5,1) ya que si
xe(05,1), f()el-1-e°°,—e?)
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