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CALCULO
GRADO EN INGEN. INFORM. DEL SOFTWARE. 12-13
TEMA 1. FUNCIONES REALES DE UNA VARIABLE REAL

1.1: Conjuntos Numericos.

Un conjunto es una coleccién de objetos. Los objetos de un conjunto se llaman los elementos
del conjunto. Para indicar que un elemento X estd en el conjunto A escribimos X e A y para
indicar lo contrario escribimos X ¢ A. A menudo se representan los conjuntos mediante llaves
encerrando a sus elementos. Asi pues le {—l, 0,1, 2} pero O¢ {1, 2, 3}.

De los conjuntos numéricos se definen en primer lugar los nimeros naturales N
= {1, 2,3,.. } con los cuales se pueden realizar las operaciones de suma y multiplicacion para que
el resultado siga siendo un nimero natural.

Método de induccion.
Se considera el conjunto N = {1, 2,3,... } .Sea P una propiedad que puede verificar o no
un ndmero natural; expresamos que P(n) es cierto si el nimero natural n verifica la propiedad

P . Si se verifica
i) P(1) es cierto, es decir, el primer nimero natural verifica P .

ii) Si es cierto P(n) entonces también loes P(n+1).

Entonces todo nimero natural verifica la propiedad P .

Ejercicio:
. o . . n(n+1)

Demostrar aplicando el principio de inducciénque 1+2+..+n= Yne N

Solucion:
1.2 .
Para n=1 obtenemos l:T cierto
Supongamos, por hipétesis de induccién, que es cierta la igualdad para n y debemos
n+1)(n+2

demostrarlapara n+1: 1+2+..+n+n+1= %

n(n+1) il n(n+1)+2(n+1) _ (n+)(n+2)
2 2

1+2+...+n+n+1=

A continuacion se definen los nimeros enteros Z = {...—3,— 2,-1,0,1,2,3, } con los

cuales se pueden realizar las operaciones de suma, resta y multiplicacion para que el resultado siga
siendo un nimero entero. Seguidamente se consideran los nimeros racionales

Q = {p/q y p,gelZ ygq# 0} con los cuales se pueden realizar las cuatro operaciones
elementales de suma, resta, multiplicacion y division por un nimero distinto de cero.

Ejemplos:

2 =0.5 expresion decimal constituida por un namero finito de cifras decimales
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-0.16
6
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Il
o
wi

namero infinito de cifras decimales pero repetidas periddicamente.

Veamos ahora que \/E no es un namero racional, es decir, que \/E no se puede expresar de
la forma p/q siendo esta una fraccion irreducible (es decir que P y Q no tienen divisores

comunes a excepcidn de la unidad).

Si V2=p/lq = 2=p?/q®> = p?’=29q°= p’espar = p espar ;entonces
JkeN/ p=2k = p°=4k® =29°> = q°* =2k*> = q° espar = (Q espar.

Eneste caso p y ( serian pares lo que contradice el hecho de que p y Q no tengan
divisores comunes.

Los nameros como \/E 7, ... se les llama irracionales; el conjunto de los ndmeros
racionales ampliado con los irracionales forman el conjunto de los nimeros reales R.

Asi, por ejemplo, las raices de la ecuacién polinémica x> —3x+1=0 son nimeros reales

3+4/5

2

irracionales

Sin embargo, las raices de la ecuacién polinémica x* —2x+3 =0 no son nimeros reales.

X:¥:li\/§i

nameros complejos o imaginarios.

Si A y B son conjuntos, entonces decimos que A esta contenido en B vy lo
representamos A c B siy s6lo si todo elemento de A es también un elemento de B (se dice

que A esunsubconjuntode B).
Asi, por ejemplo, NcZ cQcR.

Producto cartesiano.
AxB={(ab)/acA y beB}

Ejemplos:
si A={0,1} B=1{,2}

AxB ={(01),(0,2), (L1), (1L2)} BxA = {(1,0), (L1), (2,0), (2,1)}
si A=B=[0,1] , AxB={xy)/ xe[0,1], ye[01]} cuadrado unidad
Interseccion.
AnB={x/xeA y xeB} ; si AcB => AnB=A

Ejemplos:
A={maltiplosde3} ,  B={maltiplosde4} AN B = {mdltiplos de 12}
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A={xeR/x>1 , B={xeR/x<3} , AnB={xeR/1<x<3}
Union.

AUB={x/ xeA 6 xeB} ; si AcB => AUB=8B
Ejemplo:

A={xeR/x>1 , B={xeR/x>3}
AnB={xeR/ x>3} AUB={xeR /[ x>1}

Propiedades de orden en R
* obien a<b,0 b<a,o0 a=b
* Si a<b y b<c,entonces a<c

* Si a<b,entonces a+c<b+c VceR

>(.

Si a<b y c>0 entonces ac<bhc

* Si a<b y c<0 entonces ac>bhc .Portantosi a<b entonces —a=>-b

. 1 1
* Si a<hb,siendo a yb no nulos del mismo signo, entonces — E
a

Valor absoluto de un niimero real.

Dado un nimero real X el valor absoluto de X, denotado por |x| se define de la siguiente
manera, |X= X si x>0 , |[x=-x si x<0

Otras caracterizaciones son,

X = max{x, —x} : X =x?

interpretacion geométrica: |X|:distancia entre X y 0.

x—c| = distanciaentre X y c.

Ejemplos:
x-1= x-1 si x>1 o x=1=1-x si x<1
‘X —1‘ x? — si x2>1 : ‘xz—l‘:l—x2 si x2<1 ,esdecir,
‘x —q_xz—l si x>10 x<-1 ; ‘xz—ﬂ:l—x2 sii —1<x<1
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Ejercicio:
Hallarlos x € R tales que |[x+3+|x—3 <8

Propiedades del valor absoluto.

Sean X,y e R. Se verifica
1) 20 y [x=0 < x=0
2) |=x=|
3) yl=x]y
4) —|{<x<|x|
5) <6 < -5<x<¢
6) |x—C<6 o c-5<x<c+s
N vy s eyl
8) [x=y|=x-ly

x| X .
9) —=U si. y=0
yl |yl
Ejercicio:
Hallarlos x € R tales que [x—2/>1
Solucién:
Xx-2/21 & x-221 6 x-2<-1 & x23 6 x<1
Ejercicio:
Hallar los x € R tales que ‘xz—].‘zl
Solucién:
K -121 & x*-121 6 ¥*-1<-1 & x¥*22 6 <0 <
|x|2\/§ 6 x=0 < x24J2 6 x<—J2 6 x=0
Ejercicio:
Hallar los x € R tales que |——<1
X+1
Solucién:
B Y T P |
X+1 X+1
. X
Si x>-1, —1£—1£1 & —X-1<x<x+1 & 2x>2-1 < x>-1/2
X+
Si x<-1, —lgiﬁl & —X=-1>2x2>2x+1 noexiste X
X+1

Asi pues, la solucién son los x >-1/2.
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Ejercicio:

Hallar los x € R tales que <1

X% +1

Conjuntos acotados.

Un conjunto A< R se dice que estd acotado superiormente <>: IMeR / X<M Vxe A
M se denomina cota superior para A

Un conjunto A< R se dice que esta acotado inferiormente <: 3meR / x>m Vxe A
m se denomina cota inferior para A

Unconjunto Ac R estdacotado < : estd acotado superior e inferiormente <
JKeR "™ /|X|£K Vxe A

Axioma del supremo (infimo).

Sea A un conjunto de nimeros reales acotado superiormente. Entonces A tiene extremo
superior o supremo, denotado por sup A, que coincide con la menor de las cotas superiores.

Sea A un conjunto de nimeros reales acotado inferiormente. Entonces A tiene extremo
inferior o infimo, denotado por inf A, que coincide con la mayor de las cotas inferiores.

Si el supremo pertenece al conjunto A se llama maximo y se denota max A.

Si el infimo pertenece al conjunto A se llama minimo y se denota min A.

Intervalos acotados.
Dados a,b e R setiene

(a,b)={xeR/a<x<b} intervaloabierto [a,b]={xeR/a<x<b} cerrado

(a,b]={xeR/a<x<b} ; [a,b)={xeR/a<x<b}

Intervalos no acotados.
Dados a,b e R setiene

(a,0)={xeR/x>a} ; [a,0)={xeR/x>a}
(~o0,b)={xeR/x<b}; (~oo,b] =f{xeR/x<h}; (oo, 0)=R

Ejercicio
Hallar, si existen, el supremo, infimo, maximo y minimo de los subconjuntos de R siguientes:

a) A=(0,4) sup A=4 ; inf A=0 ; no existe maximo ni minimo de A.
b) B:N:{1,2,3,...} inf B=minB=1 ; no existe supremo ni maximo de B .
c) Cz{l%%%} supC=maxC =1 ; inf C =0 ;noexiste minimode C.
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d) D={x/x*+5x—6<0}

54+ / 54+
X?+5x-6=0 < x= o4 225+24= 52_7  x=1 6 Xx=-6
X*+5x-6<0< (X-1)(x+6)<0 & (x-1)<0 y (x+6)=0 ¢

x-D)=0 y (x+6)<0

& X<1 y x>2-6 6 x21 y x£<-6 < x<1 y x>-6

D=[-6,1] spD=maxD=1 ; infD=minD=-6

1.2: Funciones reales de una variable real.

Nociones preliminares.

Se llama funcién real de variable real a toda aplicacion f:DcR — R ,donde D esun
conjunto de numeros reales denominado dominio de la funcién. Designaremos por X a un
elementode D ypor y= f(x) asuimagen por laaplicacion f .

Domf={xeR/f(x)eR} , Imf={yeR/3IxeD,f(x)=y}=f(D)
Ejemplos:

f(x) = x? Dom f =R Im f =[0,+0)

f(x)=x+4 Dom f =[-4,+x) Im f =[0,+0)

f(x):é Dom f =R — {1} Im f = R—{0}

El conjunto de todos los puntos del plano (X, f (X)) con X € D forman la gréfica de la funcion f

Ejemplos:

f(x)=|x f(x)=|x+1

Funcién monétona.

Sea f:D c R — R unafuncion real de variable real,y S D.
f esmondtonacrecienteen S < VX, X, €S X <X, = f(x) < f(X,)
f esmondtona decrecienteen S <! VX,X, €S X, <X, = f(x) = f(x,)
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f esestrictamente creciente en S <! VX,X, €S X <X, = f(x) < f(X,)
f es estrictamente decrecienteen S <! VX,X, €S X, <X, = f(X,)> f(x,)

Ejemplos:
f(x) = x? es estrictamente creciente en [0,+c0) vy estrictamente decreciente en (—o0,0] .

f(x)=x® es estrictamente creciente en todo R.

Funcion acotada.
Sea f:D c R — R unafuncion real de variablereal,y S < D.

f estdacotada superiormenteen S << AM e R/ f(X) <M VxeS , esdecir,siel

conjunto imagen f(S)={f(x) /xeS}  esun conjunto acotado superiormente.
f estdacotada inferiormente en S <. ImeR/ f(X)>m VxeS |, esdecir, siel
conjunto imagen f(S) = {f (x) I'xe S} s un conjunto acotado inferiormente.

f estdacotadaen S < : f estdacotada superiormente e inferiormenteen S <
IK eR*/|f(x)|<K VxeS, esdecir,siel conjunto imagen f(S)={f(x) /xeS}
€s un conjunto acotado.

Ejemplos:
f(x) = x® estaacotada inferiormenteen Ry no esta acotada superiormente en R ya que

Im f =[0,+0). Por tanto inf (x)=0=min f(x) ; sup f() y maxf(x) noexisten.
f(x) = x? estaacotada en el intervalo [-59] yaque Im f =[0,81]. Por tanto
XEi{rJEg} f(x)=0= Xgﬂ_i&;g] f(x) ; XS[LJQQ] f(x)=81= Xi?g?g] f(x)
f(x) = x? estaacotadaen el intervalo (—5,9) yaque Im f =[0,81). Por tanto
Xei(rJg“g) f(x)=0 :x?_i&_g) f(x) ; XES(L_JEQ) f(x)=81, Xg(ﬁ_%?g) f(X) no existe.
Ejercicio.

1
Sea f(X)=———
J16—x% =2
Obtener el dominioy laimagende f ¢Es f acotada en sudominio? Determinar, si existen, el
supremo, maximo, infimo y minimo de f en su dominio

Funcion par e impar: Simetrias.
Sea f:DcR—>R talque —xeD si xeD

f espar <. f(-x)=f(x) VxeD
f esimpar < f(-x)=-f(x) VxeD
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La grafica de una funcidn par es simétrica respecto al eje de ordenadas y la grafica de una
funcién impar es simétrica respecto al origen de coordenadas.

Ejemplos:
f(x)=x* espar ; f(X)=x" esimpar

Funcion periddica.
Sea f:D c R — R unafuncién real de variable real.
f esperiddica <: existe he R" talque f(x)=f(x+h) VxeD
El periodo p de una funcidn periodica es el valor mas pequefio de h que verifica la igualdad
anterior.

Ejercicio:

Sea f(x)= [x] funcidn parte entera de X , es decir, la funcion que a cada nimero real le
asigna el mayor entero que sea menor o igual a él (funcién floor en Matlab). Comprobar que la
funcion g(x) =x— f(x) =x- [X] es periddica de periodo uno.

Operaciones con funciones.

Sean f y g dos funciones reales de variable real tales que Dom f =Domg=D.
Definimos la funcion suma de la forma siguiente:
f+g:DcR—> R talque (f+g)(x)=: f(X)+9g(x) VxeD

Lafuncionnula 0; :R — R talque 0,(x)=0 VXxeR wverifica f+0,="f

La funciénopuestade f , —f:DcR —> R talque (-f)(x)=:-f(x) VxeD
verifica f+(—f)=0,

Definimos la funcion producto  fg: D c R— R tal que
(fg)(x)=: f(x)g(x) VvxeD

Lafuncionunidad 1,:R — R talque 1,(x)=1 VxeR verifica f1, =f

La funcion reciproca de f, %:Dl cR > R talque (%}(x)z: % VX e D,
X

siendo D, ={xe D/ f(x)#0}, verifica f %:lf :
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Definimos la funcion cociente i: D, cR— R talque (iJ(x) = :ﬂ vxeD,
g g g(x)

siendo D, Z{XE D / g(x) ;tO}.

Nota: Si Dom f # Domg con Dom f mDomg # conjunto vacio, entonces:

Dom(f + g) = Dom(fg) = Dom f m Dom g
Dom(f /g) = (Dom f ~Dom g)-{x/ g(x) = 0}

Ejemplos:
* f(x)=x° g(x):i1 Dom f =R Domg =R-{l}
X_
, X xX=x%+x
(f +9)(x) = x%+ = Dom(f +g)=R-{1}
x-1 x-1
3
(fg)0) =" Dom( fg) = R {1}
X si x<0 -Xx si x<l1
* f — =
) {—1 si x>0 9(x) {xz si x=1
0 si x<0 - 1
X si0<x<
f X)=9-1-x si 0<x<l1 f =
(F+9)x) =X (f9)(%) {—xz si x<06 x>1

—1+x® si x>1

Composicion de funciones y funcion inversa.

Sean dos funciones f y g talesque Im g Dom f #conjunto vacio. Definimos la
funcién “ g compuestacon f ”ysedenota f og de lasiguiente forma:

(fog)x)=f(g(x) Vxe Domg / g(x) e Dom f

Anélogamente, si  Im f m Dom g # conjunto vacio, se define la funcion “ f compuesta
cong”ysedenota go f delasiguiente forma:

(go F)x)=g(f(x) vx e Dom f / f(x)e Domg

La composicion de funciones verifica la propiedad asociativa, es  decir,
(f ° g)o h=f o(g o h). No verifica, en general, la propiedad conmutativa, es decir,
fog=gof . El elemento neutro de la composicion es la funcion identidad |, es decir,
fol=f=1of siendo I(X)=x VXeR
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Ejemplo:
f(x)=x"+x g(x) =3/x Dom f =Domg =R
(fog)) = f(g(x)= fR/x)=Rx) +¥/x
(9o F)x)=g(f(x)=g(x* +x)=x* +x
Ejercicio.

Obtener f og, go f ysusdominios respectivos en los casos siguientes:
a) f()=x2+1, g(x)=+x
b) f(X)=+vx-3, g(x)=x"+1

f:DcR—>R esinyectiva<<:  Vx,x,eD / f(x)=1f(x,) = x =X,
Ejemplos:

f(x)=x(x-1) noesinyectivaen R yaque f(0)="f()
f(x)=x® esinyectiva.
f(x) = x* noesinyectivaen R .Loesen [0,+) yen (—o0,0]

Si f esuna funcidn inyectiva (en cierto dominio) entonces existe una Unica funcion g

definida sobre la imagen de f, es decir, g:Imf—>R tal que f(g(x))=x
Vx e lm f =Dom g . Asi pues, Img = Dom f . Aesta funcion g se le llama inversa de la

funcion f ysedenotapor f . Por tanto
f(f*(0)=x vxelmf esdecir, fofi=]

Se verifica también que f *(f(x))=x  VxeDom f ,esdecir, fof =

Ejemplos:
f(x) = X f (%) =
f(x):% f‘l(x):%
f(x) =3/x f1(x) = x°
f(x)=1-(x-.2)"° fix)=01-x)’+2

Veamos esto dltimo, f(f1(x))=x < 1-(f1(x)-2f"=x o (F*(x)-2f" =1-x
o ') =@1-x)P+2

Ejercicio.
Hallar la funcién inversade f(Xx) = X2 =X, Xe [0.5 , oo)

10
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Funciones elementales.

Funcién potencial entera
f(x)=x" , neNu{0}

Domf=R , Imf=R sin esimpar, [0+0)si n>0 espar, f{l}si n=0
Si n esimpar entonces f es estrictamente crecienteen R.

~2

1-2 .

Funcion polinomica.

f(x)=a,+ax+a,x? +..+a,x" neNu{0} a, #0
Domf =R . Si n=1 recta ;si n=2 pardbola, ...

Funcién racional.

Es cociente de dos funciones polinomicas.

a, +ax+a,x’ +..+ax" _ P(X) .
by, +bx+b,x* +...+b x"  Q(X)

f(x) = Dom f ={x e R/Q(x) = 0}

Ejemplo:
_ x*=2x*+5x-1
(X=D(x+D(x* +1)

f (x) ., Domf=R-{1,1}

Funciones circulares y sus inversas.
f (x) = sen(x) Dom f =R Imf = [—1,1]

es acotada, impar y periédica de periodo 27

11
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f (x) = arcsen(x)
Para definir la funcion inversa nos restringimos a un dominio donde la funcién seno sea

. . T
inyectiva, -—,—|—>R
[ 2 2}

Paracada X e [—1,1] se define arcsen(x) como el Unico y e [—%%} tal que
sen(y) = x

Dom = [—1,1] Im = [_f , f} es acotada, creciente e impar

/2
drc=en
1 1
-o/ 2
f (x) = cos(x) Dom f =R Im f =[—1,1]

es acotada, par y periddica de periodo 27

12
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f (x) = arccos(x)

Para definir la funcidn inversa nos restringimos a un dominio donde la funcién coseno sea
inyectiva, [0,7] > R
Paracada X [-1,1] sedefine arccos(x) como el tnico y €0, 7] tal que
cos(y) = x
Dom=[-1,1] Im=[0, 7] es acotada y decreciente

i Yooos
1 1
sen(Xx
() = tg(x) = 0
cos(x)
Domf:{XeR/X;t(Zk—l)%, keZ} Imf =R

No es acotada en su dominio. Es impar y periddica de periodo 7

. . - T T
Para cada nimero real X se define arctg(x) como el Gnico ye(—E,Ej tal que

tg(y) = x

Dom=R Im= [—— , —) es acotada, creciente e impar

13
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ty
-4 -2 2 o 4 .
+
oz arct
11
-1
-of 2
cos(Xx) 1
f (x) = cot = = ; f (x) =sec(x) =
9 9() sen(x) tg(x) 9 ) cos(x)
f (x) =cosec(x) =
sen(x)
Se verifica:
sen®(x)+cos’(x)=1 :;  sen(2x)=2sen(x)cos(x) ; €os(2x) = cos?(x)—sen’(x)
sen?(x) = 1-cos(2x) ’ cos?(x) = 1+ cos(2x)
2 2
sec’(x) =1+1tg*(x) ; cosec’(x) =1+ cotg*(x)

cos(x) = sen[Z + xj = sen(z - xj
2 2

14
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Funcion exponencial.
f(x)=a* , a>0
Dom=R ; Im=(0,0) si a=1 , Im={} si a=1
Es estrictamente creciente si a >1 y estrictamente decrecientesi 0 <a<1

-X

1
a®=1 ; a*a’ =a*’ Vvx,yeR ; a*=— VxeR
a

Funcién logaritmica.

Se llama funcion logaritmicade base a >0 (a=1), f(x)=1og,(X),alainversade la
funcion exponencial.
Dom=(0,0) ; Im=R

Es estrictamente creciente si a >1 y estrictamente decrecientesi 0 <a<1.

logiz

leog(=,0.5)

15
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Si a=e, el logaritmo se llama neperiano o natural y se representa log(x) 6 1 (x).Si a=10
se llama decimal.

Se verifica:
log, (x) = : EX; .oat=eh® log,()=0 ; log,(x")=n.log,(x)
log, (x.y) = log, (x) + log, (y) ; log, (x/'y) = log, (x) —log, (y)

1.3: Limites de funciones.

Limite finito en un punto.

Consideremos una funcién f definida en las “ proximidades ” de un punto C , aunque no
necesariamente en € , es decir, f:DcR —>R y C punto de acumulacién de D. La
funcion f tiene limite 1€ R enelpunto C si “f(x) estatan proximoa | como queramos
siempre que X este suficientemente proximoa C”. La definicion rigurosa es la siguiente:

imf()=1 < Ve>0 35>0 / 0<[x—¢<é = [f(\)-I<e

X—C

XxeD

O depende, en general, de & y del punto C.
El limite es independiente de que la funcidn este o no definida en el punto C.

Ejemplo:

lim+/x =+/c Ve >0

X—>C

Ve>0 35>0 / O<[x-c<6 = ‘\/;—\/E‘«;
x>0

¢ [_=d _x—c_o5 _ 51,
LR v o e SRR

Limites laterales.

limf(x)=1 < Ve>0 36>0 / c-d<x<c = [f(X)-l<e

X—C~

xeD
limf(x)=1 < Ve>0 36>0 / c<x<c+s = |f(X)-l<e
Ejemplos:
f(x)=-1 si x>0 , f(x)=1 si x<0

lim f(x)=1 ; Iirg; f(x)=-1

x—0"

16



Manuel José Fernandez, mjfg@uniovi.es

g(x) =x ; limg(x)=0

iy

No existe Iing f (x) en el ejemplo anterior ya que
X—>

lim f(x) =1 < lim f(x) = lim f(x) =1

X—>C
Limites infinitos.

La funcién f tiene limite +oo (respectivamente —oo)enel punto ¢ si“ f(x) se puede

hacer tan grande (resp. tan pequefia) como queramos, siempre que X este suficientemente
proximo a C. Analogamente se definen los limites laterales infinitos.

Ejemplos:
.1 . 1 .
lim—- = +o0 ; lim-— =-0 ; lim log(x) = —©
x—0 ¥ x—0 X x—0"
.1 .1 . 1 . 1
lim==-ow0 ; lim==+00 ; lim — ==+ ;o lim—==—-o0
x—=0" X x—0" X x—=0" X x—-0" X
Limite finito en el infinito.
Lafuncion f tiene limite | cuando la variable X tiendea +oo (res. —oo )si “ f(X) esta

tan proximo a | como queramos siempre que X sea suficientemente grande ( res. pequefio) “.

Ejemplos:
imif=0 : limif-0 . lime =0 :  1lim(05)* =0
X—>-0 ¥ X—>+0 ¥ X—>—00 X—>+00

Limite infinito en el infinito.

De manera anéloga se pueden considerar limites infinitos cuando la variable X tiendea + oo
60 —o.

Ejemplos:
limx®> =400 ; limx®=400 ; lime =40 ; lime™ =40 ; lim log(x)=+x
X—>+00 X—>—00 X—>+00 X—>—00 X—>+00
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Se verifica:

e Si una funcion tiene limite, finito o infinito, en un punto ¢ 6 en =00, entonces dicho
limite es Unico.

e Teorema de la funcion intermedia. Sean f, g y h tres funciones reales definidas en las
“ proximidades ” de un punto C y supongamos que ¢(x) < f(x) <h(x) paratodo X
perteneciente a un entorno reducido de C, es decir, VXe (C—5,C+5)—{C} . Si
Ixigg g(x) = |XILTC] h(x) =1 , entonces LILTC] fx)=1 . c vyl pueden ser finitos 6

infinitos.
e Si limf(x)=0 'y g esunafuncion acotada en un entorno reducido de C entonces
X—>C

se verificaque lim f(x)g(x)=0.

Ejemplo.
. 1 . 1
limx.sen| = |=0 yaque limx=0 y sen| — [ <1 Vx#0
x—0 X x—0 X

e Iimf(x)=1eR < Iim(f(x)—l):O & Iim|f(x)—||:0

Operaciones con limites de funciones.
Si limf(x)=leR 'y Ilimg(x)=meR siendo ceR 6 c=z00, severifica:
X—>C X—>C

Ixim[f(x)+g(x)]=l+m : Ixim[f(x)—g(x)]:l—m; Ixigg[a.f(x)]=a.l VaeR

| T S mi_L
legg[f(x)g(x)]_l.m : mg(x)_m y mg(x) - si. m=0

Si alguno o ambos de los limites | y m es infinito se verifica un resultado analogo,
aungue se pueden presentar indeterminaciones. Veamos esto con mas detalle.

Si limf(x)=limg(x)=+o = lim[f(x)+g(x)]=lim[f(x)g(x)]=+oo

Si limf(x)=limg(x)=-o = lim[f(x)+g(x)]=-0 vy lim[f(x)g(x)]=+e

Si limf(x)=1>0 y limg(x)=+o = lim[ f (x) + g(x)] = lim[ f (x)g (c)] =+
Ilmmzo+
e g(x)

Si lImf(x)=1<0y limg(x)=+o=lim[f(x)+g(x)]=+0, lim[f(x)g(c)]=-oo

Iimm =0
X—C g(x)

18
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Si limf(x)=0 y limg(x) =+ = Ixirrcl[f(x)+g(x)]:+oo y Ixim%:o
Si limf(x)=1>0 y limg(x)=-o = Ixirrcl[f(x)+g(x)]:Ixirrcl[f(x)g(c)]:—
Iimw_O‘
X—C g(X)

Si limf(x)=1<0y limg(x) = -0 = Ixing[f(x)+g(x)]:—oo, Ixing[f(x)g(c)]:

“mf(x) 0"
X—C g(x)
- . . . f(x)
Si imf(x)=0 y limg(x)=—0 = lim[f(x)+g(x)]=—o y hmT:o
X—C X—C X—C X—>C g X
Si limf(x)=+0 y limg(x)=-o =  lim[f(x)g(c)]=-
Si limf()=+o y limg()=l<0 = lm ) _
X—C X—C X—C g(x)
i limf()=+o y limg)=1>0 = limr®) _ o
X—C X—C X—C g(x)
Si limf(x)=-o y Ilimg(x)=1<0 = lim——= (%) = +00
X—C X—C X—C g(x)
Si lim f(x) = —© y limg(x)=1>0 = Iimﬂ:—oo
X—C X—C X—C g(x)
Indeterminaciones.
00 — 0 0 i 0.0 0° 1° 0°
0 00

Asintotas.

X =a es una asintota vertical de la funcién f si se verifica alguna de las condiciones
siguientes:

lim f(X)=40 0 lim f(x)=-w por la izquierda
X—a X—a~

lim f(X)=+0 6 lim f(x) = por la derecha
x—a* x—a*
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Ejemplo:
f(x)= 1X Dom f =R-{0,1}
1-elx
lim—* -0 = lime™ =1 = limf(X)=—— =~ = 4o0
x>0~ 1 — X x—0~ X—0~ 1-1 0"
lim———0" = lime™ =1' = lim f(X)=—— = — = o
x—>0"1— X x—0" X0" 1-1* 0

X =0 es asintota vertical por la izquierda y por la derecha

X

Iimizi:mo = lime™* =e* =+0 = lim f(X):izo
-1 1-x 0 x—=1" x—1" 1-00
im—> =l o = limer e =0 = limf(x)=——=1
x-1'1-x 0 x—1* X1 1-0

X =1 no es asintota vertical

y =b esuna asintota horizontal de la funcion f si

lim (x) =b ylo lim (x) =b

X—>+0 X—>—0

En el caso de que ambos limites sean igualesa “b” lacurva y = f(x) se “pega” a la asintota
por los dos lados (en la parte de la derecha y en la de la izquierda).

Ejemplo:
1
f(x) = .
1-elx
im> —im-t -l o mf=e—to =
x>+ ] — X xe+oo£_l -1 X—+00 l—e" e—1
X

Se obtienen los mismos resultados si X — —o0 .

e . .
y = P es una asintota horizontal por los dos lados.

y=ax+b, a# 0, esunaasintotaoblicua de lafuncion f si

XIlrpoo[f (x) - (ax+hb)]=0 ylo XILr_nao[f (x) - (ax+hb)]=0
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a y b sedeterminan de la siguiente manera:

a= lim 1) : b= lim[f(x)-ax]

X—>+00 X X—>+00
y/o lo mismo con limite en el —oo , pero en cualquiera de los casos a,be R, a=#0 .

Una funcidn puede tener una asintota horizontal y una oblicua pero no en el mismo “lado “.

Ejemplo:

1 . ] .

f(x)= - no tiene asintotas oblicuas
1-elx
Ejercicio.
X3
Obtener las asintotas de la funcion f(X) = ———
(x+1)

Infinitésimos e infinitos.
Se dice que la funcion f esun infinitésimoenelpunto ce R si lim f(x) =0
X—>C

Se dice que la funcién f esuninfinitoenel punto ce R si Iim| f (x)| = 400
X—>C

Las definiciones anteriores y las que siguen se pueden extender al caso C = +o0, C=—00

Dadas dos funciones f y g infinitésimosen el punto C se dice que f es de orden superior

a g si Iimm:O ysediceque f esdeordeninferiora g si lim F(x)

x>c g (X) x=e m

= 400

Ejemplos:
f(x)=x® esdeordensuperiora g(x)=Xx en c=0
f(x)=x-1 esdeordeninferiora g(x)=2(x-1)> en c=1

. f(x . - :
En el caso de que I|mL sea un numero real distinto de cero las dos funciones son

X—C g(x)
infinitésimos del mismo orden en el punto C.

Ejemplo:
2Xc0s(Xx) es un infinitésimo del mismo orden que X cuando X — 0.

Dadas dos funciones f y g infinitésimosen el punto C sediceque f 'y g son

. . . f
equivalentes, cuando X —>C, ysedenota f ~ (g si lim—~=1.
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Ejemplo:
X€0S(X) esun infinitésimo equivalentea X cuando X — 0.
Ejemplos de infinitésimos equivalentes.
sen(x) = x ~ arcsen(x) si x>0
tg(x) = x ~ arctg (x) si x>0
X2
1—cos(x)z7 si x>0
log(1+ x) = X si x>0 ; log(x)~x-1 si. x—ol
a* -1~ x.log(a) a>0 si x>0 ; e‘-1lxx si x>0
Ejercicio:

Calcular, empleando infinitésimos equivalentes, los siguientes limites:

X
sen| ——
lim log(L+ X) . lim (ﬂ—sz

x>0 2% _1 ’ x>0 log(L+ x)

Dadas dos funciones f y g infinitosenel punto C sedice que f esde orden superiora ¢

Si IimM = 400 ysediceque f esdeordeninferiora g si Iimﬂzo.
X—C g(x) X—C g(x)
Ejemplo:
1
f(x)=

- . 1 .
v es un infinito de orden superiora g(X)=— si X—0

Jerarquia de infinitos.

Si X— +o0 log(x) << x? <<e* ( p>0, << significa orden inferior)

Ejercicio:

Calcular lim x.e**

x—0
Solucién:
limxe’* =0e”=00=0 o limxeY*=0e™ =000 indeterminacion
x—0" x—0"
1/x t
. . e . e . 1

limxe’* = lim=—= lim=—=+40 , vyaquesi t==— +o0 e' >>t
x—0" x—0" 1/ X t>+o0 X

Por tanto el limite pedido no existe (por no coincidir los limites laterales).
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1.4: Continuidad de funciones.
Funciones continuas. Tipos de discontinuidades.
Sea f:DcR—>R y ceR . f escontinuaen ¢ <

1) ce D,esdecir, f estadefinidaen C.
2) Alimf(x)eR

3) limf(x)= f(c)
X—>C
Si no se verifica alguna de estas condiciones se dice que f es discontinuaen C.

Sedice que f presenta una discontinuidad evitable enel punto ¢ si  3lim f(x) e R, pero
X—>C

es distinto de f (c) 6 la funcion no esta definidaen C.

Ejemplos.
0 i 0 0 six<0
Si X<
f(x)={2 _ g(x)=4x> si x>0
X st x>0 .
2 six=0

Sediceque f presentauna discontinuidad esencial en el punto C si noexiste lim f(x)

X—C

como namero real. Es de salto finitosi 3lim f(x)e R y 3 lim f(x) € R pero son distintos.
x—c*

X—C

Ejercicio.
e1/><
Estudiar el tipo de discontinuidad en el punto 0 de la funcion  f(x) = Tre
+e
Solucion:
. 0 . 00 . o
lim f(x)=——=0 ; lim f(x)=—  indeterminacion
X—0~ 1+0 x—0 00
. . 1 1
lim f(x) = lim = =
x—0" x>0 1 0+1
1/x +l
e

es una discontinuidad esencial de salto finito.

Continuidad lateral.

Sea f:DcR—>R y ceR . f escontinuaporladerechaen C <
1) ce D,esdecir, f estadefinidaen C.
2) dlim f(x)eR
x—>c*

3) lim f(x) = f(c)
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Analogamente se define la continuidad por la izquierdaen C. Se verificaque f escontinuaen
¢ < f escontinua por la derechay por la izquierdaen cC.

Ejemplo:
f(x)=

e1/x

1+e

si. X0 y f(0)=0

1/x

es continua por la izquierda en 0 pero no por la derecha ( por lo visto en el ejercicio anterior).

f es continua en un intervalo abierto cuando es continua en todos los puntos de ese intervalo.

f escontinua en un intervalo cerrado [a , b] < : f escontinuaen todos los puntos del
abierto (a . b), es continua por la derechaen a 'y es continua por la izquierdaen b .

Continuidad de las funciones elementales.

e La funcion potencial entera f(x)=x" , n=0,1,2,... escontinuaen R.

e Las funciones polindmicas son continuasen R.
Las funciones racionales son continuas en R excepto en los puntos que anulan al
denominador.

e Lafuncién senoy la funcidn coseno son continuas en R .
e La funcidn tangente es continua en su dominio.
e Lafuncién exponencial es continuaen R
e Lafuncidn logaritmica es continua en su dominio.
Ejercicio.
Estudiar la continuidad de la funcion
1
— x€(0,)
fx)=7 x(x-1)

Propiedades de las funciones continuas.

*Si f y g soncontinuasenunpunto C,entonces las funciones f+g, f—-g y fg
son también continuas en C. Si, ademas, g(c) #0 entonces f /g estambién continuaen C.

*Si g escontinuaen Cy f escontinuaen g(c) entonces f og escontinuaen C.

Ejercicio.
Estudiar la continuidad de la funcion ~ f(x) =xe"* si x#0 y f(0)=0

Teorema de Bolzano.
Si f escontinuaen [a , b] y f(a).f(b)<0,esdecir, f cambia de signo en los extremos
del intervalo, se verifica que existe, al menos, un punto ¢ € (a,b) talque f(c)=0.
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Se dice que C esraizdelaecuacion f(x)=0 «<: f(c)=0

Ejercicios.
* ¢ Se puede aplicar Bolzano a la funcion f (x) = 1 si xe(0,1] , f(0)=-1 enelintervalo
X
[0,1] 2.

., X . , . b
* Demostrar gque la ecuacion E— sen(x) =0 tiene, al menos, una raiz en el intervalo E 7T,

Teorema de Darboux (del valor intermedio).

Sea f continuaen [a,b] y "d" unnGmero comprendidoentre f(a) y f(b).Entonces

existe, al menos, unpunto C e (a,b) talque f(c)=d ,esdecir, f alcanza todos los valores
comprendidosentre f(a) y f(b).

Teorema.

Si f escontinuaen [a,b] = f estdacotadaen [a,b] , es decir,
JKeR" / [f(x|<K Vxela,b].

Teorema de Weierstrass.

Si f escontinuaen [a , b] ,entonces f alcanza el maximo y el minimo (absoluto) en dicho
intervalo, es decir, existen X, , X, € [a, b] talesque  f(x)< f(x)< f(x,) WX e[a,b].

el minimo seria f(X,) yelmaximo f(Xx,)

1.5: Derivabilidad. Propiedades de las funciones derivables.
Derivada de una funcién en un punto: interpretacion geométrica.

Se dice que una funcion f:D c R —> R es derivable en un punto C perteneciente al

interior de D , si existe y es finito el limite siguiente:
lim f(c+h)— f(c)

h—0

en cuyo caso, a dicho valor se le llama derivadade f enel punto ¢,y se denotapor f'(C).

f(c+h)-f(c)
h
pasa por los puntos (¢, f(c)) y (c+h, f(c+h)).
Laderivadade f en c, siexiste, es la pendiente de la recta tangente a la curva y = f(X) en
el punto (c, f(C)). Laecuacion de esta recta es: y—f(c)="f"(c)(x-c).

Notese que es la pendiente de la recta secante a lacurva y = f(X) que
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Si f'(c) =0, latangente alacurva y = f(X) en el punto (C , f (C)) es una recta horizontal.

. [f(c+h)—f
Si IherJI (c f)1 (C)|=+oo se dice que f tiene derivada infinita en ¢ (aunque no es

derivable en C).

Ejemplos:
_ 2
(0oxt O limIM=TO o h®
h—0 h h—=0 h h—0

Latangentea Yy =X’ enelpunto (0,0) es y=0

fx)=3x ; f'(O):IhiggM:Iimﬁ:Iimhm: + 00

h—0 h h—0

Derivadas laterales

Si f estd definida en un intervalo a la derecha de c , se dice que f es derivable por la
derechaen cC siexiste y es finito el limite siguiente:
. f(c+h)—f(c
jim 1 ﬁ (©)

h—0*
en cuyo caso, a dicho valor se le llama derivada por la derechade f enel punto c,y se denota
por f°(c*).
Analogamente, se define la derivada por la izquierda
b . f(c+h)—f1
)= limTC r: ©)

h—0"

Se verificaque f esderivableen ¢ < f esderivable por la derechay por la izquierda en
C y ambos valores coinciden.

Sienunpunto C enelque f escontinua se tienen derivadas laterales finitas y distintas, la
graficade f presentaun “pico” enel punto C vy se dice que (C, f (c)) es un punto anguloso.

Ejemplo:

f(x) =[x no es derivable en el cero.
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0= limW=TO _inh_y L oy gim W =TO =y

h—0* h h—0" h h—0~ h h—0~ h

De forma similar se definen las derivadas laterales infinitas en caso de que los limites laterales
correspondientes sean infinitos (también puede ocurrir que uno de los limites laterales sea infinito
y el otro no).

Ejercicio:
Comprobar que la funcion ~ f(x) = 1/|X| tiene derivadas laterales infinitas en el cero.

Funcion derivada: ejemplos.

f es derivable en un subconjunto abierto de R si lo es en todos sus puntos.
Dada f:DcR—R,enlospuntos en que f sea derivable tiene sentido hablar de la
funcion derivada f"D"cR—R D" <D
X - f'(x)

Ejemplos:
o f(X)=Kk vxeR

£(x) = lim

h—0

lim =0 vxeR
h—0 h

fceh) - F(X) o k—k
h

f(x)=x vxeR

£(x) = limEEM = F0) _p XHh=x vx e R
h—0 h h—0 h
e f(X)=x* VxeR
2 2 2
£00 = lim &N =X iy 72X h423) = 2x vxeR
h—0 h h—0 h h—0
e f(X)=+x x>0
f'(x)=|im“x+h_\/;=lim xth-x _ 1 ¥x >0
h—0 h h—>0h(/x+h+\/;) 2\/;

f(x) =|x| VxeR
f'(x)=1 si x>0 ; f'(x)=-1 si x<0
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Derivabilidad y continuidad.

Si f esderivable enunpunto c,entonces f escontinuaen dicho punto. El reciproco no es
cierto en general. Asi, por ejemplo, la funcion f(x) = |x| es continuaen ¢c=0 perono es
derivable en dicho punto.

Nota:
Si f es derivable por la izquierda (resp. por la derecha) en ¢ entonces f es continua por la

izquierda (resp. por la derecha) en dicho punto. Por tanto, si f es derivable por la izquierda y por
la derechaen c entonces f es continua en dicho punto.

Propiedades de la derivada.

1) Si f y g sonderivablesenun punto C, entonces f + g esderivableen c yademas:
(f+9))=1()+9g(c)
2)Si f esderivableenunpunto ¢ y a € R, entonces «.f esderivableen ¢ yademas:
(@) () =a.f(c)
3) Si f y g sonderivablesen c,entonces fg esderivableen C yademas:
(fg)"(c) = f°(©)g(c)+ f(c)g"(c)

Utilizando la propiedad 3) se demuestra (por induccién) lo siguiente:
Si f(x)=x" n=1,23,.. = f(xX)=nx"" vx eR

y como consecuencia de 1), 2) y el resultado anterior si

P(X)=a,x"+a, X" +...+a,x* +a,x+a, neN
resultaque  P'(X)=na x"" +(n—-Da, X" +...+2a,X+a, vxeR

) . 1 . .
4) Si g esderivableenunpunto ¢ y g(c)=0,entonces — es derivable en ¢ y ademas:

. g'(c)
Ag)yC)=—r+—7%
l9(©)]
Por tanto:
. n 1 . _nX—n—l n-1
Si f(X)=x"=— n=-1,-2,-3,.. = f'X)=———5=nx Vx#0
X" (x™)

5) Si fy g sonderivablesen ¢ y g(c)=0,entonces i es derivable en C y ademaés:
g

f’()g(c) - f(c)g'(c)
lo©)F

Como consecuencia se deduce que las funciones racionales son derivables en todos los puntos de
su dominio, es decir, en todos aquellos puntos que no anulan al denominador.

(f/9)(@)=
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Derivadas de otras funciones.

* si f(x)=sen(x) = f(x)=cos(x) vx e R
£ (%) = lim sen(x+h)—sen(x) _ . sen(x)cos(h) +cos(x)sen(h) — sen(x) _
h—0 h h—0 h

cos(x)sen(h) _ sen(x)lim h*/2
h h—0

_lim sen(x)(cos(h) —1) lim

+c0s(x) = X
h—0 h h—0 cos(x) = cos(x)

* Si f(x)=log,(x) a>0 a=#l = f'(x)=iloga(e) Vx>0
X

Si a=e seobtiene la derivada del logaritmo neperiano

0 =logx) = f'(x)=% ¥X >0

Derivada de funciones compuestas. Regla de la cadena.

Si g esderivableen ¢ y f esderivableen g(c) se verificaque f o esderivableen c vy

(fo9)(©) = f(g(c)g )

Otras derivadas.

* Sj f(x):cos(x):sen(%—xj = f'(x)= cos(%—x). (—1) = —sen(x) VxeR

cos’(x)+sen’(x) 1
cos?(x) ~ cos?(x)

sen(x)

m =sec’(x) =

* Si f(x)=tg(x)= f'(x)=

—1+19%(x)  Vxe R—{(Zk—l)%, k ez}

*Si f(x)=a® a>0 = log f(x)=xlog(a) vy aplicando laregla de la cadena

1 t=logla) = f(x)=a’logla) VxeR
(%)

* Si f(x)=e* = f'(x)=e".log(e)=¢" VxeR
Ejercicio:

Obtener la funcion derivada de las siguientes funciones:
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a) f(x)=tg(l+x)°

b) f(x)=e™

c) f(x)=x’sen(l/x) si x=0 ; f0)=0

d) f(x)=e*-1 si x>0 ; f(x)=x* si x<0
e) f(x)=(1+ x)e

Derivada de la funcion inversa.
Sea f unafuncioninyectiva y f ' sufuncioninversa. Si f es derivable en el punto f ™(c)
con derivada distinta de cero, se verificaque f ' es derivable en el punto ¢ y ademés:

1\~ _ 1
(f7) (C)_—f’(f‘l(c))

Otras derivadas.

* Si g(x)=arcsen(x), entonces g’ (x) =

- 1 siendo  f(X) = sen(x). Por tanto
f(9(x))
1 1 1

909= cos(g(x)) +4/1-sen?(g(x)) ) V1-x2

vxe(-1,1)

Recuérdese que @ :[—1,1] — {—% : %}

* Si g(x) =arccos(x), entonces g’ (x) =

siendo  f(X) = cos(x) . Por tanto

1
f(g(x))
1

1 1
—sen(g()  Ji-cos?(g(x)  1-x2

Recuérdeseque  g:[-1,1] — [0, 7]

g(x) = vx e (-1,1)

* Si g(x) =arctg(x), entonces g (X) =

1
- siendo  f(x) =tg(x). Por tanto
f(9(x))
1 1

5 = 5 VxeR
1+tg°(g(x)) 1+x

gX=

Recuérdese que g:R > (—%%)

* Si g(x)=%x=x"",entonces g’ (x) = siendo  f(x)=x" . Por tanto

1
f*(g(x))
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, 1 1 1 0un 1 *a 1
g ()(): — = — :—(X )1 = —x"h =
n(g(x)) 1 n(Xlln) 1 n n na/x "t
Vx#0 si n esimpar ; Vx>0 si n espar

Teorema de Rolle.
Si f escontinuaen [a , b], derivable en (a , b) y f(a)= f(b), se verifica que existe, al

menos, un punto C € (a : b) tal que f’(c) =0 , es decir, latangentealacurva y= f(x) en
el punto (C , ¥ (c)) es paralela al eje de abscisas.

Como consecuencia de este teorema se deduce que si f esderivableen R 'y f'(x)=0
Vx e R entonces laecuacion f(x) =0 tiene, alo sumo, una raiz real. Analogamente en un

intervalo (a,b).

Ejercicios:
1) Encontrar una funcién f definida en [—1,1] gue no satisfaga alguna de las hipotesis del
teorema de Rolle, y sin embargo verifique f°(c) =0 paraalgin c e (—1 : 1).

2) ¢Se puede aplicar el teorema de Rolle a la funcién f(x) = |x| en [—1,1]?

Comao consecuencia de los teoremas de Bolzano y de Rolle se deduce:

Si f escontinuaen [a, b] , f(a).f(b)<0, f derivableen (a : b) y ' xX)=0
VX e (a , b) , se verifica que existe un Unico punto C e (a : b) tal que f(c) =0, es decir, en
el intervalo (a : b) la ecuacion f(x) =0 tiene unay solo una raiz.

Ejemplo:

., X . . . . V4 .
La ecuacion ' sen(x) =0 tiene una Unica raiz en el intervalo (E , 77} ya que la funcion

f(x)= g— sen(x) verifica ser continua en [% : 7Z':| , derivable en (% : 7[} : f(%} f (72') <0
f(x) = 1 cos(x) #0  Vxe Z x| puesto que cos(x) = 1 si x=2 >z
Y 2 2 ") PR 2 33"

Ejercicio:
Demostrar que la ecuacion  sen(x) +3x—1 tiene una Unica raiz real y encontrar un intervalo
de longitud menor que dos que la contenga.

Teorema del valor medio de Lagrange.

Si f escontinuaen [a,b] y derivable en (a,b) entonces existe, al menos, un punto
f(b)-f(a)

cela,b) tal f'(c) =
c(a,b) talque () —_—
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Interpretacién geométrica.

f(b)—f(a)
b-a
Por tanto el teorema del valor medio afirma que existe al menos un punto C e (a : b) tal que las
tangente alacurva y = f(X) en el punto (c, f(c)) es paralelaa r.

es la pendiente de la recta r que pasa por los puntos (a, f(a)) y (b, f(b)).

Ejercicios.

3-x°

2
f(2) - f(0)

1) Sea f:[0,0) >R dadapor f(x)= si 0<x<1 ; f(x):E si. x>1
X

Estudiar si existe ¢ €(0,2) talque f'(c)= . En caso afirmativo calcular tal o

tales valores de C.

X
2) Demostrar que i1 <logl+x)<x si x>0
X+

Soluciones:
1)

f escontinua en [0 : 2]- {1} ya que en este dominio f viene dada mediante funciones
racionales y el denominador no se anula. Veamos que pasaen X =1

_2 —
limfo)=lime—"21 .  limfx)=lmi=1 - f(1)=%=1

x—1" x—1" 2 x—1* x—1" X
Portanto f escontinuaen X =1 yenconsecuencialoesen [0,2].

f esderivableen [0,2]- {L}. Veamos que pasaen x =1.

3-(+h)? 1
- ~ - _ _h2
)= lim SN =@ 2 Tl Ll LI |
h—0~ h h—0~ h h—0" 2h
1
)= lim W= T@ _pdeh T =h
h—0* h h—0" h h—0" h(1+ h)
Portanto f esderivableen 1 y f'()=-1
, . . 1 ,
f'x)=-—x si O0<x<l ; f'X)=-— si x>1 ; fQ=-1
X

1.3
fQ-f0)_2 2_ 1

Por el teorema del valor medio 3¢ € (0,2) talque f'(c) = 5 5 )

f'c)=—cc=-1/12 < c=1/2 ; f’(c):_—zlz—% oc=42
c
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2)
Sea f(x)=log(l+x) continuaen [0,x] y derivableen (0, x) ; por tanto 3c € (0, x)

tal que f'(c) = T=-10) , es decir, ! log(d+x)
-0 1+c X
1 1
O<c<x = 1<1l+c<l+x = —<——x<1
1+x 1+c
Asi pues < log-+x) <1l ycomo x>0 severifica X <log(l+ x) < x
1+x X 1+x
Regla de L"Hopital.
. , - . L . 0 ©
Nos permite el calculo de limites con indeterminaciones del tipo 6,—, 0.0 , 0—00 , 1%,
o0

©?, 0° . Lo vamos a enunciar para los dos primeros casos ya que los demas se pueden expresar
de alguna de esas dos maneras.

1) Sean f y g dos funciones derivables en un entorno reducido de un punto c e R.

f" () f(x)

Si limf(x)=1limg(x)=0 yexiste lim—— , entonces también existe lim——= vy
X—>C X—>C

' x->¢ (X) X—C g(x)
ademas lim——) =jim )
X—C g(x) x>c g (X)

2)Sean f y g dos funciones derivables en un entorno reducido de un punto ceR.

f"(x)

- . . . L . f(x
Si lim|f (x)| =lim|g(x)| =+ yexiste lim—"= | entonces también existe I|mL
X—C X—C

x->¢ g (X) X—>C g(x)
y ademas lim 1) =lim f,(x) :
X—C g(x) x->¢ (g (X)

En ambos casos el resultado es igualmente validosi ¢ =+ 0 €= —o0. Sien laexpresion

. f(x) . L . 0 o .
lim— se vuelve a presentar una indeterminacion del tipo —,— se puede volver a aplicar
x-¢ () (X) 0 o

la regla de L"Hopital.

Ejercicios.

1) lim| 2 - L ; 2) limx* 3) lim 9 =X
1l x—1  log(x) x—0 x>0 X — sen(Xx)
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1.6: Polinomio de Taylor.

Derivadas sucesivas.
Dada f:DcR—R,enlospuntos enque f sea derivable tiene sentido hablar de la

funcion derivada  f:D,cR—>R D, cD
X - f(x)

Si C es un punto interior del dominio de f', se dice que f” es derivable en C si existe y es
f'(c+h)—f’(c)
h

finito el limite siguiente: lim
h—0

en cuyo caso, a dicho valor se le llama derivada segunda de f enel punto C ,y se denota por

().
En los puntos en que f” sea derivable tiene sentido hablar de la funcién derivada segunda de f :
f:D,cR—>R
X - f7(x) D, <D,
De modo anélogo se definen las derivadas tercera f”°" , cuarta f, ...,y en general la

derivada n-ésima ",

Si y= f(x) enlanotacion de Leibniz:

.. dy s d’y d"y

=f'(xX)=—" ; =f"(x)= M= f0(x)=

y=10=" y ®) =42 y () =4
Definicion.

Se dice que f esdeclase nen (a,b) yescribiremos f eC" (a,b) si f es derivable
hasta el orden n en todo punto de (a,b) de modo que " escontinuaen (a,b).

Se dice que f es de clase infinito en (a,b) 'y escribiremos f eC” (a,b) si f es
derivable de cualquier orden en todos los puntos de (a,b). Asi, por ejemplo, las funciones
polindmicas, exponenciales, seno y coseno son de clase infinitoen R .

Ejercicio.
Obtener la funcién derivada segunda de la funcion siguiente:
2 -
x“sen(1/x si x#0
fg= X
0 si x=0
¢Es f declaseunoen (-1,1)?

Polinomios de Taylor. Formula de Taylor con resto.
Los polinomios de Taylor aproximan a una funcién en un entorno de un punto, de tal manera
gue coinciden con la funcién y con algunas de sus derivadas en dicho punto.

Sea f eC™ (a,b) ysea X, €(a,b). Entonces, paracada x e (a,b) X X,,existe un
punto C comprendido entre X y X, tal que:

f(x)=f(x)+ f'(:<o)(x—x0)Jr f"(xo)(x_xo)z " f(n(XO)(X—XO)” . £ 041 )

X — X n+1
1 2! n! (n+1)!( o)
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Definicién.
f(x,)
n!

f(x0)
1

se le llama polinomio de Taylor de orden n asociado a la funcién f en el punto X,y se denota
por T, (f, X,)(x) osimplemente T, (X).

(%)

~ (X=Xg)* +.t

Al polinomio  P(x) = f(x,)+

(X—=X,)+

(X_ Xo)n

Se verifica: P(X,) = f(X;), P(X))= (X)), P"(%)=T"(x),....P"(x)) = f"(x,)
Definicion.
(n+1
El término %(x — xo)n+l se llama resto (en la forma de lagrange) de orden n de f en
n+1)!
el punto X, ysedenota R, (f,X,)(x). Por tanto se verifica:

Ry (F %) (0] =[ F (0 - T, (F, %)(¥)|
gue nos mide el error cometido al tomar como valor de la funcién en un punto el valor del
polinomio en dicho punto.

Formula de Mac-Laurin.

Es la formula de Taylor desarrollada en el punto X, =0, es decir,
- 44 (n (n+1

f(x):f(0)+f @, O, f (O)x“+f (C)x”” ,ce(0,x) 6 ce(x,0)
1 2! n! (n+1)!

Ejercicio.
Sea f(X)=+x+1

a) Hallar el polinomio de Taylor de orden 4 asociadoa f enelpunto X, =0.

b) Calcular un valor aproximado de +/1.02 utilizando un polinomio de Taylor de segundo
grado y dar una cota del error cometido.

Solucién.
_ f°(0) f70) , f70) s f40) .,
a) T,(f,0)(x) = f(0)+ Ly X T XX
f'(X):%(XH)”2 = f(0)=1/2 ; 1"'(x)=-%(x+1)3’2 = f7(0)=-1/4

f"'(x):g(x+1 B2 £777(0)=3/8 ; f(“(x):—%(wrl 12— £4(0)=-15/16

1 1 1 5
T,(f,0)(x)= 1+ =x—=x*+—x®——x"*
(1.0 2" 8 16 128
b)
1 1
T(f,0)(xX)=1+=x—=x>
,(£,0)(x) >%X"3

V1.02 =1+0.02 = £(0.02) ~ T, (f ,0)(0.02) =1+%o.oz —%(0.02)2 =1.00995

R,(f,0)(0.02) = f(0.02) - T,(f,0)(0.02) = +1.02 —1.00995
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3 -5/2
R,(f,0)(0.02) =L'(C)(o 02)% = &(0 02)° :i(c +1)7'2(0.02)°
2T 3 3x2 ' 16 '

0<c<002 = 1<c+1<1.02 = (c+)**>1 = (c+) %<1
Portanto [R(1,0/0.02) = {5(+1 (002 < (00" =5x10”
Ejercicio.

Obtener la expresion general del desarrollo de Mac-Laurin de la funcion f(x) =log(x+1) y
utilizarlo para demostrar que log(2) <5/6.

Solucién.

f(x)=f(0)+ 1EI(O)XJF f”(O)xz +o.t f(n(o)x“ + f(M(C)x"” ,ce(0,x) 6 ce(x,0)

1 2! ! (n+1)!
f'(x)—L = f'(0)=1 ; f”(x)——; = f70)=-1
Cx+1 - ’ C(x+1)? -
ey _ 2 crrmy — . CYA 6 @y = _
f (X)_(x+1)3 = f70)=2 ; f(x) = X1 D) = f*0)=-6
f (n (X) — w : f (n (0) — (_1)n—1(n _1)| ; f n (O) — (_1) n—li
(x+1)" n! n
{01y (D" . Fo0) ("
(c+n™* ’ (n+1)! (+)ECc+n"t

Iog(x+1):x—%x2+1x3—%x4+...+(—1)“‘11x”+ =) X" ce(0,X)

3 n (n+(c+1"* ’
Iog(2):1—£+1—1+...+(—1)”‘1£+ ) - ce(0,1)
2 3 4 n (n+(c+1""
_1\3
E:1—£+1 .Portanto,si n=3 Iog(2):§+ (=) 7 =§— L Z
6 2 3 6 4(c+1)* 6 4(c+])
1

5
0 log(2) < —
aorn 0 T @<
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Ejercicio.
Utilizar un desarrollo de Mac-Laurin adecuado para calcular cos(1) con un error menor que 10

Solucion.
f(x)=cos(x) = f(0)=1 ; f'(x)=-sen(x) = f(0)=0
f"(x)=-cos(x) = f70)=-1 ; f7"X)=sen(x) = f770)=0
fex)=cos(x) = f“0)=1 ; FfOEKX)=-sen(x) = f¢0)=0

Resulta :  f®"(x)=(-D"cos(x) , f@(0)=(-D"

f (2n+1(X) — (—l) n+1 Sen(X)

_ f70) . f70) . fE0) o _
T,,(£,0)(x) = f(0) + TR +'"+—(2n)! x2" =

2 4 _\n
X x o ED e
21 4 (2n)!

FOQ) ona _ (CD™5EN(O) o0

R,,(f,0)(x) = (2n +1)! (2n+1)!

ce(0,x) 6 ce(x,0)

X xt (D", (D)Msen(C) ona

cos(x):l—EjLz = o) (2n+D)! ce(0,x) 6 ce(x0)
cos) =1- L4 L D" (D™ sen(e) ce(01)
a2 T en) T (2n+)! =

|(_1)n+lsen(c)| 3 |Sen(C)| < 1

= <10?<=n>2
| @n+)! | (2n+D)!  (2n+D)!

Si n=2, 2n=4  yportanto COS(l)z1—£+£=1—l+i=E
21 A 2 24 24

cos(l) ~ ; con un error menor que 1072
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1.7: Optimizacion

Aplicaciones de la derivada. Estudio local de una funcion: Criterios de crecimiento y
decrecimiento.

Teorema.
Sea f derivable en un intervalo abierto | (6 unién de intervalos abiertos).
a) f escrecienteenl << f'(x)>0 Vvxel

b) f esdecrecienteen | < f'(xX)<0 Vxel

c) Si f'(x)>0 Vxel = f esestrictamente creciente en I.
d)Si f'(x)<0 Vxel = f esestrictamente decreciente en I.
e)Si f'(xX)=0 Vxel = f esconstanteen I.

Los reciprocos de c) y d) no son ciertos en general. Asi, por ejemplo, la funcion f (x) = X% es
estrictamente creciente en (—1,1) y sin embargo f“(0) =0.

Si dos funciones definidas en un intervalo abierto tienen la misma derivada, su diferencia es una
constante.

Maximos y minimos locales
Sea f:DcR—>R ysea X,e€D

Definicion.

La funcién f presenta un méaximo local (o relativo) en el punto X, <: I6>0 /
f(X)< (X)) Vxe(X,—9,%,+0)nD.
Definicion.

La funcién f presenta un minimo local (o relativo) en el punto X, <: 36>0 /
f(xX)>f(x,) Vxe(x,—9d,%,+J)nD.

Los maximos y minimos relativos se llaman extremos relativos o locales.
Definicion.

Lafunciéon f alcanza el maximo absoluto en el punto X, <: f(x) < f(x,) VxeD.
Definicion.
Lafuncién f alcanza el minimo absoluto en el punto x, <: f(x) > f(x,) VxeD.

Al maximo y minimo absoluto se les Ilama extremos absolutos. Ldgicamente todo extremo
absoluto también es relativo.

Condicidn necesaria de extremo.
Sea f definida en un abierto |. Si f presenta un maximo o un minimo relativo en un punto

X, € I ,entonces f'(x,)=0 6 f"(x,) no existe.

Definicion.
Alospuntos x, € | talesque f(x,)=0 6 f7(x,) noexiste se lesllama puntos criticos.
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Criterio de la derivada primera (Condicidn suficiente de extremo).
Sea X, un punto critico de f y supongamos que f escontinuaen X, . Siexiste 0 > 0 tal que

f'X)>0 Vxe(X,—0,%) vy F(X)<0 Vxe(X,,X,+9), entonces f tiene un
maximo relativo en X, (la funcion pasa de creciente a decreciente). Si ambas desigualdades se
invierten, entonces f tiene un minimo relativo en X, (la funcion pasa de decreciente a creciente).
Ejercicio.

Determinar los intervalos de crecimiento y decrecimiento y los extremos relativos y absolutos
de la funcién  f(x) = ‘xz —1‘.

Solucién.

Se comprueba que no es derivable

f(x)=
enx=-1 yenx=1.

1-x2  si xel[-1,1]

2 Si 106 -1
f'(x):{ X o sh Xz 0 XS £ () =0 x=0

-2x si xe(-1,1)

puntos criticos: —1,0,1
intervalos de monotonia: (—o,—-1), (-1,0), (0,1), (1, )

f'(x)>0 Vx e (-1,0)u(l, ) = f es estrictamente creciente en
(-1,0)0 U@, ).
f'(x)<0 V¥xe(-o,-1)u(0,1) = f esestrictamente decreciente en(—o0,—-1) U (0,1).

En X=-1 minimolocal; f(-~1)=0 minimo local y absoluto.
En x=0 méaximolocal; f(0)=1 maximo local
En X=1minimolocal; f(1)=0 minimo local y absoluto.

Imf =[0,c0)
f no estd acotada superiormente en R y por tanto no existe max f (x), es decir, no existe el
xeR

maximo absoluto.
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Criterio de la derivada enésima.
Sea feC'"(a,b) y x,e(a,b)y/ f(x))="Ff"(x)=...= 1" (x,)=0,
f("(x,) # 0. Entonces, si N espar, f tiene un minimo relativoen x, si f(x,)>0 yun

méximo relativosi f"(x,) <0. Si n esimpar, f no tiene extremoen X, .

Corolario (Criterio de la derivada segunda).
Sea feC’(a,b) y x,e(@a,b)y/ f(x)=0y f7(x)=0.Si f7(x,)>0,f

tiene un minimo relativoen Xx,. Si f "(x,) <0, f tiene un méximo relativoen X, .

Ejercicio.

Determinar los extremos relativos de la funcion ~ f(x) = (x =3)*.(x 1)
Solucion.

f(X)=4(x=-3)°(x-1)+(x-3)"=(x-3)°Bx-7)=0 & x=3, x=7/5

f(x) =3(x=3)*(5x - 7) +5(x — 3)* = (x —3)*(20x — 36)
f7(3)=0 ; f(7/5) <0 = f(7/5) maximo relativo
f 7" (x) = 2(x —3)(20x —36) + 20(x — 3)* = (x — 3)(60x —132) ; f7@)=0
f (x) = 60x —132 + 60(x —3) =120x — 312

f“@B)>0 = f(3)=0 minimo relativo.

Calculo de extremos en intervalos cerrados: méax. y min. en los puntos frontera.

Si el dominio es un intervalo cerrado [a , b] entonces la continuidad de la funcion garantiza la
existencia tanto del maximo absoluto como del minimo absoluto. En este caso se consideran:

a) los puntos en los que f no es derivable.

b) Lospuntos X, € (a,b) talesque f(x,)=0.

¢) Los puntos frontera, es decir, a y b.

Para funciones definidas sobre un conjunto abierto de R los puntos criticos son aquellos para los
gue la derivada es cero o no existe. Para funciones definidas sobre un conjunto cerrado los puntos
frontera se llaman también puntos criticos.

Ejercicio.
Hallar los extremos absolutos y relativos de la funcion f(x) =x®-3x*>+7 si x€[0,5].
Solucion.
f'(x)=3x"-6x=3x(x-2)=0< x=0, x=2
Los puntos criticosson: 0, 2 y 5.
fO=7; f(2=3; f((5)=57

Por tanto, m[%lg(] f(x)=57 , rT[IOIr;] f(x)=3 ; f(0)=7 maximo relativo en la frontera.
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Ejercicio.
Hallar las dimensiones del rectdngulo de &rea maxima que tiene un lado sobre el eje X y estd
inscrito en el triangulo determinado por lasrectas y =0, y=Xx, y=4-2X.

Concavidad y puntos de inflexion.
La funciéon f es cdncava hacia arriba en un intervalo | si para todo a,b e |, el segmento

que une (a, f(a)) con (b, f(b)) queda por encima de la grafica de f correspondiente al
intervalo [a, b]. Por ejemplo, f(x) = x* es concava hacia arribaen R .

La funcion f es céncava hacia abajo en un intervalo | si paratodo a,be |, el segmento
que une (a, f(a)) con (b, f(b)) queda por debajo de la grafica de f correspondiente al
intervalo [a,b].Por ejemplo, f(x)=x° es concava hacia abajo en (—o0,0) y concava hacia
arribaen (0, ).

Teorema.
Si f tiene derivada segundaen I'y f(xX)>0 Vxel = f esconcava haciaarribaen I.

Si f tiene derivada segundaen I'y f " (xX)<0 Vxel = f escdncava haciaabajoen I.

Definicion.
Sea X, € Dom f ; sedicequeelpunto (X, , f(X,)) esun punto de inflexion <: 35 >0 tal
que f es céncava en un sentido en (x0 -0, xo) y concava en el sentido opuesto en

(Xy 2 Xo +6).

Teorema.
Se verifica que si  f tiene un punto de inflexion en X, entonces f (x,)=0 6 no existe

£ ().

Teorema.
Sea feC'"(a,b) y x,e(a,b) / f(x)="T""()=..= T (x,)=0 y

f"(x,) #0.Entonces si n esimpar, f tieneen X, un punto de inflexién.

Ejercicio.
Determinar los extremos relativos y los puntos de inflexion de la funcién  f (x) = x*(x —1).
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