TEMA 1

FUNCIONES REALES DE UNA
VARIABLE REAL I
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Limites de funciones.

Continuidad de funciones.

Derivabilidad. Propiedades de las funciones
derivables.

Optimizacion.



Limites de funciones.

Limite finito en un punto:

Consideremos una funcion f definida en las
proximidades ” de un punto ¢, aungque no necesariamente en c,
es decir,f: D € R - Ry c punto de acumulacion de D. La funcion
f tiene limite | ER en el punto c si “ f (x) esta tan proximo a | como
gueramos siempre que x este suficientemente proximo ac”. La
definicion rigurosa es la siguiente:

imf(x)=1 ©eve>030>0/0<|x—c|<d=2|fx)-1<c¢

X—C

o

X €D

o) depende, en general, de € y del punto C .
El [imite es independiente de que la funcion este o no definida en el
punto C.



Limites de funciones.

Limites |laterales:

lim f(x) =l & VvVe>030 >0/ c—-0<x<c=|f(x)—Ll|<exeD

X o>C

lim f(x) =1l & Ve > 030 >0/c<x <c+0=|f(x) -] <¢

X—C



Limites de funciones.

Limites infinitos:
La funcion f tiene limite +eo
(respectivamente — o) en el punto c si “f (x)
se puede hacer tan grande (resp. tan
pequefa) como queramos, siempre que x
este suficientemente proximo a c.
Analogamente se definen los limites laterales

infinitos.



Limites de funciones.

Limite finito en el infinito:

La funcion f tiene limite | cuando la variable x
tiende a +oo (res. — o= ) si “ f (x) esta tan proximo a |
COMO queramos siempre que X sea
suficientemente grande ( res. pequeno) “

Limite infinito en el infinito:

De manera analoga se pueden considerar limites
infinitos cuando la variable x tiende g +o0 0 — oo,



Limites de funciones.

Se verifica:

Si una funcion tiene limite, finito o infinito, en un punto c 6
en = oo, entonces dicho limite es Unico.

Teorema de la funcion intermedia: Sean f, gy h tres
funciones reales definidas en las “ proximidades ” de un
punto cy supongamos que g(x) < f (x) < h(x) para todo x
perteneciente a un entorno reducido de c, es decir, VXE
(c-6,c+8)—{c}.Si Img(x)=limh(x)=1 " entonces

lim £ (x) =1.Cy I pueden ser finitos o infinitos.

X—>C

Si lim f(x) =0 y g es una funcién acotada en un entorno

X—>C

reducido de ¢ entonces se verifica que |X|22 f(x)g(x)=0



Limites de funciones.

Operaciones con limites de funciones:
Si lImf(x)=leR 'y limg(x)=meR siendko ceR 0 c=+o0, severifica:

Ixim[f(x)+g(x)]:l+m ; Ixiirg[f(x)—g(x)]:l—m; Ixim[a.f(x)]:a.l VaeR

Ixirrg[f(x)g(x)]:l.m ; im— ==y mT XL gm0

Si lim f(x)=1<0 y limg(x) =+00= IXiLrC\[f(x)+g(x)]:+oo, IXiLQ[f(x)g(c)]:—oo

Iimm=0‘
X—C g(X)
Si Iimf(x)=0 vy Iirrgg(x):+oo — Ixiirg[f(x)+g(x)]:+oo y |im@=o

X—C X—> X=¢ (g (X)



Limites de funciones.

Indeterminaciones:

° o0 — OO
0
0
Q0
Q0
° OOO
o 0°
. 1~



Limites de funciones.

Asintotas:

X=a es unha asintota vertical de la funcion f si se verifica

alguna de las condiciones siguientes:
, , lim f(X)=+00 ., lim f(x)=-o0
Por la izquierda: x>a O xa
Por la derecha: M fO) =+ g lim T(x) =—ec

vy =b es una asintota horizontal de la funcion f si:
im f()=b y/o lim f(x)=b

X—>+00

En el caso de que ambos limites sean iguales a “b” la curva
se “pega” a la asintota por los dos lados (en la parte de |a
derechay en la de la izquierda).
y=ax+ b, a #0, una asintota oblicua de la funcion f si:
XILer[f (x) —(ax+b)]=0 y/oxlimm[f (x) —(ax+b)]=0
ay b se determinan de la si?guiente manera:
a=lim X b= lim[f()-ax] ylo mismo con el limite en - oo

Una funcion puede tener una asintota horizontal y una oblicua pero no en
el mismo “lado “



Limites de funciones.

Infinitésimos:

Se dice que la funcion es un infinitésimo en el
punto si lim f (x) =0

Sean fy g dos infinitésimos en el pufr}t)o c, de dice
X

que f es de orden superiora gsi Myx=° v se dice
que f es de orden inferior a g si Ilm‘f(x)‘ 4o

x| g(X)

Dadas dos funciones fy g infinitésimos en el punto
c se dice que Ty g son equivalentes, cuando x—>c,
ysedenotaf=g si im Xy

x>¢ (X)



Limites de funciones.

Ejemplos de infinitésimos equivalentes:

Se dice que la funcion f es un infinitesimo en el
puntoc€Rsi Imf(x)=0

X—C

e sen(x)~x~arcsen(x) SI x—0
o tg(x)~x~arctg(x) SI X—0

2

° 1—cos(x)zx? ] x—0

e log(1+X) =~ X SI x—0 log(x) = x -1 si x—ol1

® a" -1~ xlog(a) a>0 S| x—0 - et -1l=X SI x—0



Continuidad de funciones.

Funciones continuas:
Seaf:DCcR—->RyceR.fescontinuaenc &:

1) c€D, es decir, f esta definidaen c.
2) 3lim f(x) e R

X—C

3) lim £ (x) = f(c)

Si no se verifica alguna de estas condiciones se dice
que f es discontinua en c.



Continuidad de funciones.

Tipos de discontinuidad:

Se dice que f presenta una discontinuidad evitable
en el punto c si AImf(x)eR , pero es distinto de f(c)
O la funcion no esta definida en c.

Se dice que f presenta una discontinuidad esencial
en el punto c si no existe llm f(x) como ndmero

X—C

real. Es de salto finito si 3lim f(x)eR ¥ 3Jlim f(x) eR

X—>C~ X—C”"

pero son distintos.



Continuidad de funciones.

Continuidad lateral:

Seaf:D cR—> Ryc€ER. fescontinua por la
derecha en ¢ &

1) c €D, es decir, f estd definida en c .
2)3lim f(x)eR

X—>C

3) lim f(x) = f(c)

X—C
Analogamente se define la continuidad por la izquierda en C.
Se verifica que f es continua en ¢ < f es continua por la

derecha y por la izquierda en C.



Continuidad de funciones.

Continuidad de las funciones elementales:

La funcion potencial entera f (x) =x", n=0,1, 2,... es
continua en R.

Las funciones polindmicas son continuas en R.

Las funciones racionales son continuas en R excepto en
los puntos que anulan al denominador.

La funcion seno vy la funcion coseno son continuas en R

La funcion tangente es continua en su dominio.
La funcion exponencial es continua en R
La funcion logaritmica es continua en su dominio.



Continuidad de funciones.

Propiedades de las funciones continuas:

Sify g son continuas en un punto c, entonces las
funciones f +g, f — gy fg son también continuas en

C . Si, ademds, g(c) # O entoncesf/g es
también continua en C .

Si g es continua en cy f es continua en g(c)
entonces f o g es continua en c .



Continuidad de funciones.

Teorema de Bolzano:

Si f es continua en [a, b] yvf(a).f(b)<0, esdecir, f
cambia de signo en los extremos del intervalo, se
verifica que existe, al menos, un punto c&(a,b) tal

que f(c)=0.
Se dice que c es raiz de la ecuacion f (x) = 0 <

flc)=0



Continuidad de funciones.

Teorema de Darboux(del valor intermedio):

Sea f continua en [a, b] y "d" un numero
comprendido entre f (a) y f (b) . Entonces existe, al

menos, un punto CE((J, b) tal quef(C) = d, es

decir, [ alcanza todos los valores comprendidos

entref(a) yf(b).

Teorema:

Si f es continua en [a, b] = f estad acotada en
[a, b], esdecir IK eR* | [f(¥)|<K Vxela,b]



Continuidad de funciones.

Teorema de Weierstrass:

Si f escontinuaen [a.b] |, entonces f alcanza el
maximo y el minimo (absoluto) en dicho intervalo, es
decir, existen X, X; <[a,p] talesqu f(x) < f(x)<f(x,)
vxela,b] el minimo seria f() yel maximo f(x,)



Derivabilidad. Propiedades de las

funciones derivables.

Derivada de una funcion en un punto:
interpretacion geomeétrica.
Se dice que una funcion f: D € R - R es derivable

en un punto c perteneciente al interior de D, si
existe y es finito el limite siguiente:

f(c+h)— f(c)

lim
h—0

en cuyo caso, a dicho valor se le llama derivada de f
en el punto c, y se denota por f '(c) .



Derivabilidad. Propiedades de las

funciones derivables.

Derivadas laterales.

Si f esta definida en un intervalo a la derecha de c,

se dice que f es derivable por la derecha en C si
existe y es finito el limite siguiente:

o ferh)— f(c)
am " se denota como f(c™)

Analogamente, se define la derivada por |a
izquierda:
£(c) = lim f(c+hr)]—f(c)

h—0~




Derivabilidad. Propiedades de las

funciones derivables.

Funcion derivada.

fes derivable en un subconjunto abierto de R si lo

es en todos sus puntos. Dadaf: D cR —> R, en los
puntos en que f sea derivable tiene sentido hablar
de la funcion derivada

F : D" R —RD =D
X — 7(X)



Derivabilidad. Propiedades de las

funciones derivables.

Derivabilidad y continuidad.

Si f es derivable en un punto c, entonces f es continua
en dicho punto. El reciproco no es cierto en general.
Asi, por ejemplo, la funcion f (x) = |x| es continua en ¢
= 0 pero no es derivable en dicho punto.

Nota:

Si f es derivable por la izquierda (resp. por la derecha)
en c entonces f es continua por la

izquierda (resp. por la derecha) en dicho punto. Por
tanto, si f es derivable por la izquierda y por

la derecha en c entonces f es continua en dicho punto.



Derivabilidad. Propiedades de las

funciones derivables.

Propiedades de la derivada:
1) Si f y g son derivables en un punto c , entonces
f+ g esderivable en c y ademas:

(f+g)(c)=f"(c)+g'(c)
2) Si f es derivable en un punto c y o € R,
entonces a. f es derivable en ¢ y ademas:

(a. f)(c) =a. f(c)

3) Si f vy g son derivables en c , entonces fg es
derivable en c y ademas:

(fg)'(c) =1 (c)a(c) + f(c)g (c)

f*(c)g(c)—- f(c)g'(c)
[9(c)[

4) (F1g9y(©)=



Derivabilidad. Propiedades de las

funciones derivables.

Derivadas de funciones compuestas: regla de
la cadena.

Si g es derivable en c y f es derivable en g(c) se
verifica que f o g es derivable en cy

(fog)(c)=f(9(c))g ()



Derivabilidad. Propiedades de las

funciones derivables.

Derivada de |la funcion inversa:

Sea f una funcion inyectivay f~!' su funcion
inversa. Si fes derivable en el punto f~'(c) con
derivada distinta de cero, se verifica que f~' es
derivable en el punto ¢ y ademas:

ean 1
R )




Derivabilidad. Propiedades de las

funciones derivables.

Teorema de Rolle.

Si f es continua en [a, b], derivable en (a, b) yf(a)=1
(b) , se verifica que existe, al menos, un punto C&

(G , b) tal quef (C) = 0, es decir, la tangente a la

curvay = f (x) en el punto (C f (C)) es paralela al
eje de abscisas.

Como consecuencia de este teorema se deduce que si f
es derivable en Ry f ‘(x) # 0 VXE R entonces la

ecuacion [ (x) = O tiene, a lo sumo, una raiz real.
Analogamente en un intervalo (a , b).



Derivabilidad. Propiedades de las

funciones derivables.

Consecuencia de los teoremas de Bolzano vy
Rolle.

Si f es continuaen [a, b], f(a). f(b) <0, fderivable
en (a, b)yf’(x) #0 Vx€(a, b), se verifica que
existe un unico punto c€(a, b) tal que f (c) =0, es
decir, en el intervalo (a , b) la ecuacion f (x) = O
tiene una y solo una raiz.



Derivabilidad. Propiedades de las

funciones derivables.

Teorema del valor medio de Lagrange.

Si f es continua en [a, b] y derivable en (a, b)

entonces existe, al menos, un punto ¢ € ( a, b) tal

que B
0) — f(bg_ f (a)




Derivabilidad. Propiedades de las

funciones derivables.

Interpretacion geometrica.

T0)-1(@) esla pendiente de la recta r que pasa

—a
por ?os puntos (a f (a)) y (b f (b)). Por tanto el
teorema del valor medio afirma que existe al

menos un punto CE(a, b) tal que las tangente a la

curvay =f (x) en el punto (C, f(C)) es paralela ar.



Derivabilidad. Propiedades de las

funciones derivables.

Regla de L'Hopital:

Nos permite el calculo de I|m|tes con
indeterminaciones del tipo 00 0.00 , 0—00 , 1", °, 0°
Lo vamos a enunciar para los HS? primeros casos ya
gue los demas se pueden expresar de alguna de esas
dos maneras.

1) Sean f y g dos funciones derivables en un

entorno reducido de un punto CE& Rf,.
SI I|m f(x) = I|m g(x)=0 vy EXIS’% jim 1)

eg)
entonces también existe im ) y ademas
F00_, 109 ok

im———==lim—
X—C g(x) x>¢ (X)




Derivabilidad. Propiedades de las

funciones derivables.

Regla de L'Hopital:
2) Sean [y g dos funciones derivables en un

entorno reducido de un punto C€ f;\’ .
Si lim[f ()| =lim|g(x)| =+ y existe lim W entonces

t b t I|m ( ) d . g Elxrzlﬁ lim f,(X)
am |en eXIS e g(X) y a emaS X—>C g(x) X—C g'(x)
En ambos casos el resultado es |gua|mente valido si ¢ = +oo
0 c = —oo, Sjen la expresion lim ( ) sevuelve a presentar

una indeterminacion del tipo V0 % ge puede volver a

aplicar la regla de L"Hopital.

OO



Optimizacion.

Aplicaciones de la derivada. Estudio local de una
funcion: Criterios de crecimiento y decrecimiento.

Sea f derivable en un intervalo abierto | (6 union de intervalos abiertos).
a) fes crecienteen| & f '(x) >0 WkE|
b) fes decrecienteen | & f ‘(x) <0 Vx€E|

c)Sif '(x) >0 VXxE| = f es estrictamente creciente en |.

d)Sif ‘(x) <0 VxE| = f es estrictamente decreciente en .
e)Sif(x) =0 Vx€&| = fes constante en |.

Los reciprocos de c¢) y d) no son ciertos en general. Si dos funciones
definidas en un intervalo abierto tienen la misma derivada, su diferencia es
una constante.



Optimizacion.

Maximos y minimos locales:
Seaf:DCcR—->Rysea Xo €D

La funcidn  presenta un maximo local (o relativo) en el punto x,<: 36>0 /
f(x) < (%) VXe(X,—0,% +9) ND.

La funcién t presenta un minimo local (o relativo) en el punto x,<: 356>0 /
f(x)= f(x,) VXe(X,—0,%,+90)nD.

Los maximos y minimos relativos se llaman extremos relativos o locales.
La funcion f alcanza el maximo absoluto en el punto x, <: f(x) < f(x,) VxeD.

La funcion f alcanza el minimo absoluto en el punto x, <: f(x)> f(x,)  VvxeD.

Al maximo y minimo absoluto se les llama extremos absolutos. Logicamente
todo extremo absoluto también es relativo.



Optimizacion.

Condicion necesaria de extremo.

Sea f definida en un abierto |. Si presenta un maximo o un minimo relativo

en unpunto % €1, entonces f(x)=0 & (X)) no existe.

Definicion.
A los puntos X, €1 talesque f'(X)=0 ¢ f(X) noexiste se les llama puntos
criticos.



Optimizacion.

Criterio de la derivada primera (Condicion

suficiente de extremo).

Sea X, un punto critico de f y supongamos que f es
continua en X, . Si existe §>0 tal que f (x>0
Vxe(X,—5,%) Y F (<0 vxe(x.x+0), entonces T tiene
un maximo relativo en X, (la funcion pasa de creciente
a decreciente). Si ambas desigualdades se invierten,
entonces f tiene un minimo relativo en X, (la funcién
pasa de decreciente a creciente).



Optimizacion.

Criterio de la derivada enésima.

Sea fecr(a,b) y xe@b)/ F)=Ff"(x)==F"(x)=0,
f"(x,)#0. Entonces, si N es par, f tiene un minimo relativo en
Xo Si f°(x,)>0 y un maximo relativo si f@(x,)<0. Si N esimpar,
f no tiene extremo en X, .

Corolario(Criterio de la derivada segunda)

2 , .

Sea fec” @b y xe@b) /F(X)=0 y  f7x)%0. S

f7()>0 f tiene un minimo relativo en .. Si f7(,)<0, T tiene un
maximo relativo en X,.



Optimizacion.

Calculo de de extremos en intervalos cerrados: max. y
min. en los puntos frontera:

Si el dominio es un intervalo cerrado [a, b] entonces la

continuidad de la funcion garantiza la existencia tanto del
maximo absoluto como del minimo absoluto. En este caso
se consideran:

a) los puntos en los que f no es derivable.
b) Los puntos X, € (a,b) tales que f7(x,)=0
c) Los puntos frontera, es decir,a y b .

Para funciones definidas sobre un conjunto abierto de R los
puntos criticos son aquellos para los que la derivada es cero
0 no existe. Para funciones definidas sobre un conjunto
cerrado los puntos frontera se llaman también puntos
criticos.



Optimizacion.

Concavidad:

La funcion f es concava hacia arriba en un intervalo | si para todo
a,b€ |, el segmento que une (a, f(a)) con (b, f (b)) queda por
encima de |la grafica de f correspondiente al intervalo [a, b]. Por
ejemplo, f (x) = x2 es concava hacia arriba en R . La funcion f es
concava hacia abajo en un intervalo | si para todo a,b€ |, el
segmento que une (a, f(a)) con (b, f (b)) queda por debajo de Ia
grafica de f correspondiente al intervalo [a, b].Por ejemplo, f (x) =
X3 es concava hacia abajo en (- oo, 0) y concava hacia arriba en

(0,2°).
Teorema:
Si ftiene derivada segundaen |y f7(x)>0 Vxel = f

es concava hacia arriba en 1.
Si rtiene derivada segundaen | vy f7(x)<0 wvxel = f es

concava hacia abajoen |.



Optimizacion.

Puntos de inflexion:

Sea x,eDom f; se dice que el punto (%, f(x)) es un punto
de inflexion <: 36 >0 tal que + es concava en un sentido
en (x,—-6,%) yconcava en el sentido opuesto en (x,.%, +5).
Teorema.

Se verifica que si ¢ tiene un punto de inflexion en X
entonces 7 (X%)=0 & no existe T (Xy).

Teorema.
Sea fe C " (a,b y X €(@,b) /
F (%) =7 6)=.= T (x)=0 y (%) =0, Entonces si N es

impar, ¢ tiene en x, un punto de inflexion.



