TEMA 1

FUNCIONES REALES DE UNA
VARIABLE REAL |

U



Objetivos.

Conjuntos numeéricos.

Funciones reales de una variable real.
Limites de funciones.

Continuidad de funciones.

Derivabilidad. Propiedades de las funciones
derivables.

Polinomio de Taylor.

Optimizacion.



OBIJETIVOS

Operar y representar funciones reales de
variable real, obtener sus limites, determinar
su continuidad, calcular derivadas y planteary
resolver problemas de optimizacion.



Conjuntos numericos

Definicion.

Meétodo de induccion.
Producto cartesiano.
Interseccion.

Union.

Propiedades de orden en R.
Valor absoluto de un numero real.
Propiedades del valor absoluto.
Conjuntos acotados.

Intervalos acotados.

Intervalos no acotados.



Definicion

Un conjunto es una coleccion de objetos. Los
objetos de un conjunto se [laman los elementos
del conjunto. Para indicar que un elemento x esta
en el conjunto A escribimos x€ Ay para indicar |lo
contrario escribimos x& A. A menudo se
representan los conjuntos mediante llaves
encerrando a sus elementos. Asi pues 1€{-1, 0,1,
2} pero O&{1, 2, 3}. De los conjuntos numeéricos
se definen en primer lugar los nUmeros naturales
N={1, 2, 3, ...} con los cuales se pueden realizar
las operaciones de suma y multiplicacion para
gue el resultado siga siendo un numero natural.



Metodo de induccion

Se considera el conjuntoN=1{1,2,3,...}. Sea P
una propiedad que puede verificar o no un
numero natural; expresamos que P(n) es cierto si
el numero natural n verifica la propiedad P . Si se
verifica:

i) P(1) es cierto, es decir, el primer numero natural

verifica P .

ii) Si es cierto P(n) entonces también lo es P(n +1) .
Entonces todo numero natural verifica |a
propiedad P.



Producto cartesiano.

AxB={(a,b)/a EAybEB}
Ejemplo:
SitA={0,1} B=1{1, 2}
AxB ={(0,1), (0,2), (1,1), (1,2)}
BxA ={(1,0), (1,1), (2,0), (2,1)}

SiA=B=1[0,1], AxB={(x,y) /x €[0,1], y €[0,1]}
cuadrado unidad



Interseccion y union.

Interseccion:

ANB={x/xEAyXEB}; siAcB=>ANB=A
Union:

AUB={x/xEAOXEB};siAcCcB=AUB=8B
Ejemplo:

A={xER/x>1}, B={xER/x> 3}

AN B={xER /x> 3}

AUB={xER/x>1}



Propiedades de orden R.

obiena<b,ob<a,oa=h.
Sia<byb<c,entoncesa<c.
Sia<b,entoncesa+c<b+c VceR.
Sia<byc>0entonces ac < bc.
Sia<byc<O0entoncesac>bc.Portantosia
< b entonces — a > -b.
Sia<b,siendoaybnonulos del mismo
signo, entonces 1/a > 1/b.




Valor absoluto de un numero real.

Dado un nimero real x el valor absoluto de x,
denotado por [x| , se define de la siguiente
manera, |x/ =xsix=20, [x] =-xsix<0
Otras caracterizaciones son:

X =max{x, — x}

X = VX2
Interpretacion geometrica:

[x| = distancia entre x y O.

[x — c| = distancia entre x y c.



Propiedades de valor absoluto.

Sean x, y €R. Se verifica:
[Xx |20y |x]|=0&x=0

| = x [=]x]
| xy |=|x]]y|
-|x | £ x <|X]

X| <6 & -6 <x <6

X-C| <6 & c-0<x<c+0

x+y| < [x| + |y|; [xy]| < [x] + |y|
X-y| 2 |x]| - |y|

‘f‘zm siyz0

vyl |yl




Conjuntos acotados.

Un conjunto A C R se dice que esta acotado
superiormente &: IME R / x <M Vx€E A.

M se denomina cota superior para A
Un conjunto A CR se dice que esta acotado
inferiormente <: AMER /x> m WxEA.

m se denomina cota inferior para A
Un conjunto A C R esta acotado <: esta
acotado superior e inferiormente &

JKE R/ | x| <K PxEA



Axioma del supremo(infimo)

Sea A un conjunto de numeros reales acotado
superiormente. Entonces A tiene extremo
superior o supremo, denotado por sup A, que
coincide con la menor de las cotas superiores.
Sea A un conjunto de numeros reales acotado
inferiormente. Entonces A tiene extremo inferior
o infimo, denotado por inf A, que coincide con la
mavyor de las cotas inferiores.

Si el supremo pertenece al conjunto A se [lama
maximo y se denota max A .

Si el infimo pertenece al conjunto A se llama
minimo y se denota min A .



Intervalos acotados y no acotados.

Dados a,b €ER se tiene:

Intervalos acotados
(a,b)={xER/a<x<b}intervalo abierto
[a,b]={xER/a<x<b}cerrado
(a,b]={xER/a<x<b}
[a,b)={xER/as<x<b)}

Intervalos no acotados
(a,o0)={xER/x>a}
[a,°)={xER/x2a}

(oo ,b)={xER/Xx<Db}
(-oo,b]={xER/Xx<b}
(- 00,00) =R



Funciones reales de una variable

real.

Nociones preliminares.

Funcion monotona.

~uncion acotada.

~uncion par e impar: simetrias.

~uncion periodica.

Operaciones con funciones.

Composicion de funciones y funcion inversa.
Funciones elementales.




Nociones preliminares.

Se [lama funcion real de variable real a toda
aplicacionf: D € R - R, donde D es un conjunto
de numeros reales denominado dominio de |a
funcion. Designaremos por x a un elemento de D
vy por y =f (x) a suimagen por la aplicacion f .
Dom f={x€R/f(x)ER}
Imf={y€R/IxED, f(x)=y}="f(D)
El conjunto de todos los puntos del plano

(x, f (x)) con x€D forman la grafica de la funcion f



Funcion monotona.

Seaf:D cR — R una funcion real de variable
real, y S € D.

f es monotona creciente en S &
Vx,x2 € S x1 < x> f(x1) <flxz)

fes monotona decreciente en S &:
Vx,x€ S x1 <x2=flxq1) 2 flx)

f es estrictamente creciente en S &:
Vx,x2€ S x1 < x> fxq) <flx)

f es estrictamente decreciente en S &

Vx,x€ S x1 <x2= f(x1) >flx;)



Funcion acotada.

Seaf: D c R — R unafuncion real de variable real,
y ScD.
f estd acotada superiormenteenS &: AM E R/ f (X)

<
MV XE S, es decir, si el conjunto imagen f (S) = {f (x) /

XES} es un conjunto acotado superiormente.
f estd acotada inferiormenteen S ©: Ame R/

f(x) 2m Vx€E S, es decir, si el conjunto imagen f (S) =
{f (x) / Xx€S} es un conjunto acotado inferiormente.
f esta acotada en S & : f esta acotada superiormente e
inferiormenteen S & 3K E p+/| f(x)| <KV XES, es
decir, si el conjunto imagen f (S) = {f (x) / x€S} es un
conjunto acotado.



Funcion par e impar: simetrias.

Sea f:D cR — Rtal que - x€D si x€D
fespar &:f(-x)=f(x) VxXED
fesimpar <: f(—x)=-f(x) VxED

La grdfica de una funcion par es simétrica respecto al eje de
ordenadas y la grafica de una funcion impar es simétrica
respecto al origen de coordenadas.

Ejemplos:
f(x)=x*es par
f(x)=x7 esimpar



Funcion periodica.

Seaf: D c R — Runafuncion real de variable
real.
f es periodica &: existe h€ R™ tal que
f(x)=f(x+h)Vx€D

El periodo p de una funcion periddica es el
valor mas pequefio de h que verifica la
igualdad anterior.



Operaciones con funciones.

Sean fy g dos funciones reales de variable real
tales que Domf=Domg=D.

Funcion suma:
f+g:D cR->Rtalque(f+g)lx)=:f(x)+g(x) Vx€D

Funcion nula:
0r:R > R tal que O (x) =0 Vx€ER verifica f + 0sf

La funcion opuesta de f:
-f:DcR—->Rtalque(-f)(x)=:-f(x) Vx €D
verifica f+(-f) =0



Operaciones con funciones.

La funcion producto:
fg:D cR—-> Rtalque (fg)(x)=:1(x)g(x) Vx €D

La funcion unidad:
s R>R tal que 1+ (x) = 1 VxER verifica f 1, =f

La funcion reciproca de f:

1 1 1
]—C:Dl C R—> R tal que (]—f)(x) =: o Vx€E D,

siendo Dy ={x €D/ f(x)#0}, verificaf %: 1f



Operaciones con funciones.

La funcion cociente:

f : D, € R-> R tal que (—) (x) = Ex; Vx € D,

S|endo D, —{xED/g( ) # 0}.

Nota: Si Dom f# Dom g con Dom f (1 Dom g #
conjunto vacio, entonces:

Dom( f+ g) = Dom( fg) = Dom f (1 Dom g
Dom(f/g)=(Dom f (N Dom g) - {x/g(x) = o}



Composicion de funciones.

Sean dos funciones fy g tales gue Im g N Dom [ #
conjunto vacio. Definimos la funcion “ g compuesta
con f”y se denota f o g de la siguiente forma:

(fogllx)=:f(g(x)) Vx€&Domg/g(x)€Dom f
Analogamente, si Im f N Dom g # conjunto vacio, se
define la funcion “f compuesta con g ” y se denota g o
f de la siguiente forma:

(gof)x)=:a(f(x) vxeDomf/f (x)€Dom g
La composicion de funciones verifica la propiedad
asociativa. No verifica, en general, la propiedad
conmutativa. El elemento neutro de la composicion es
la funcion identidad |.



Funcion inversa.

f:D cR— Resinyectiva &:

Vxi,x, € D/f(x1) =f(x) = %1 =%
Si f es una funcion inyectiva (en cierto dominio)
entonces existe una unica funcion g definida
sobre la imagen de f, es decir, g : Im f — R tal que
f(g(x)) =xVxEImf=Dom g.Asipues, Imqg =
Dom f. A esta funcion g se le llama inversa de la
funcion fy se denota porf. Por tanto

f(f\(x)=x Vx €Imf, esdecir, fof =l

Se verifica también que f-Y(f(x)) =x Vx EDom f, es
decir, f o f=1



Funciones elementales.

Funcion potencial entera:
f(x)=x", n€EN U {0}
Domf=R
Im f =R sinesimpar, [0,+°2) sin >0 es par,
{1} sin =0

Si n es impar entonces f es estrictamente creciente
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Funciones elementales

Funcion polindmica:
fiX)=ay+ax +ax*+-+a,x* nENU{0},a, #0
Dom f=R.Sin=1recta;sin=2parabola, ...

A ) =x%2x+3

2
| i
]' P
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Funciones polindbmicas



Funciones elementales

Funcion racional:

Es cociente de dos funciones polindmicas.
f(X)_ a0+a1x+a2x2+---+anx" _P(x)
bo+b1x+byx2+-+byx™  Q(x)

Dom f={xER /Q(x) # O} \j




Funciones elementales

Funciones circulares y sus inversas.
f (x) =sen(x) Dom f =R Im f :[—1,1]

es acotada, impar y periddica de periodo 27 2 ‘ 2 \/

f (x) = arcsen(x)
Para definir la funcidn inversa nos restringimos a un dominio donde la funcién seno sea inyectiva,

[_Z,z}ﬂ
2 2

Paracada X¢€ [—1,1] se define arcsen(x) como el nico Yy € [—% : %} tal que sen(y) =X

mfz

Dom=[-1,1] Im = {—% : %} es acotada, creciente e impar




Funciones elementales.

Funciones circulares y sus inversas.

f (X) = cos(x) Dom f =R Imf =[-1,1] - 4\\ -
es acotada, par y periddica de periodo 27 _/ 4 \/

f (x) = arccos(x)

Para definir la funcidn inversa nos restringimos a un dominio donde la funcion coseno sea inyectiva,
0,7] > R
Paracada X e [—1,1] se define arccos(X) como el Gnico Yy € [O , 7r] tal que cos(y) = X
Dom = [—1,1] Im = [0 , 7Z'] es acotada y decreciente

Ti3
: 2




Funciones elementales.

Funciones circulares y sus inversas.

f(x) =tg (X) = zi’s‘g; j

Domfz{XER/x;t(Zk—l)%, keZ} Imf =R ( Vs ( (

No es acotada en su dominio. Es impar y periddica de periodo 7

Para cada numero real X se define arctg(X) como el Unico y e (—% : %) tal que tg(y) =X

T
Dom=R Im = (— — —) es acotada, creciente e impar

2'2




Funciones elementales.

Funciones elementales y sus inversas.

cos(x) 1 f (x) =sec(x) =

f(x)=cotg(x) = sen(x)  19(x) ! cos(X)

f (xX) =cosec(x) =

sen(x)
Se verifica:
sen’(x)+cos’(x)=1 ;  sen(2x)=2sen(x)cos(x) ; cos(2x) = cos’(X)—sen’(X)
sen?(x) = 1—cos(2x) ; cos? () = 1+ cos(2x)
2 2
sec’(x) =1+1g°(x) ; cosec’(x) =1+cot g*(x)

cos(x) = sen(z + xj = sen[z - xj
2 2



Funciones elementales

Funcion exponencial:
flx)=a ,a>0
Dom=R;Im=(0,o°) si az1,Im={1} sia=1

Es estrictamente creciente si g > 1 y estrictamente
decrecientesi0O<a <1

_ 1
a’ =1; a*a¥ = a*" vx,y € R;a*=—Vx€R

a<1 a>=1




Funciones elementales

Funcion logaritmica:
Se llama funcién logaritmica de base a >0 (a # 1),
f(x) =1log, x , @ lainversa de la funcion exponencial.
Dom = (0,e2) ; Im =R

Es estrictamente creciente si a > 1 y estrictamente decreciente si 0 < a <
1.

Sig = e, ellogaritmo se llama neperiano o natural y se
representa log(x) 0 In (x) . Sia =10 se llama decimal.
Y &

RN X

log, x



