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PRACTICA 5:
Sucesiones y Series

Sucesiones

En clase hemos visto como calcular limites de sucesiones, pero jcomo podemos calcular esos
limites con Maxima?

. .’ . - . N n
Por ejemplo, la sucesion que tiene como término general x,, = (1 + %)

(%111  f(n):=(1+1/n)"n;

(%011)  f(n) :=(1+%)n

y se puede calcular el limite en +c0 sin ninguna dificultad

(%i12)  Timit(f(n), n, inf);
(%012)  %e

Series huméricas

El estudio de la convergencia de una serie numérica no siempre es facil y mucho menos el calculo
del valor de dicha suma. Maxima sabe calcular la suma de algunas series y siempre tenemos la
posibilidad de aplicar algiin criterio de convergencia.

sum(expr,n,a,b) fo:a expr

sum(expr,n,a,b),simpsum  simplifica la suma

nusum (expr,x,a,plus) Z,’i:a expr

La orden genérica para calcular una suma, finita o infinita, es sum. Hace falta indicar qué sumamos, sum
la variable que hace de indice y entre qué valores varia dicha variable.

(%i184) sum(i,i,0,100);
(%084) 5050

Ademas hace falta indicarle que desarrolle y simplifique el

. , ee6

sumatorio si queremos obtener un resultado mas razona- X Suma

ble. Esto se consigue con el operador simpsum que aparece Suma simpsum
escrito automaticamente si utilizamos el menu de wxMaxi-

ma Suma de: I

para la variable: I k
desde: I 1

n

(%085) Z i hasta: | inf

i=0 v Simplificar [ Musum

(%1i85) sum(i,i,0,n);

(%186) sum(i,i,0,n),simpsum;

2 Aceptar I Cancelar
n=+n

2 Figura Ventana para calcular sumas

(%086)
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La segunda posibilidad es usar la orden nusum que utiliza algunas reglas de sumacion para obte-  nusum
ner en algunos casos (series hipergeométricas principalmente) una expresion mejor del resultado.

(%i187) nusum(i,i,0,n);

(%087) nln+1)

A cualquiera de estas dos ordenes se accede desde el menu Analisis—Calcular suma. Aparece
la ventana de la Iigura  que tienes que rellenar con la expresion a sumar, variable y extremos.
En la parte inferior de dicha ventana, puedes marcar Simplificar o Nusum para escoger entre las
ordenes que hemos comentado.

El conjunto de series que sabe sumar Maxima no es demasiado grande, ya hemos dicho que es
un problema dificil, pero tiene respuesta para algunas series clasicas. Por ejemplo,

(%188) sum(1l/n"2,n,1,inf),simpsum;

0/ 2
(%088) /p_ﬁ‘

o la serie armonica
-

(%189) sum(1l/n,n,1,inf),simpsum;
(%089) 00

que sabemos que no es convergente. Si intentamos sumar una progresion geométrica cualquiera

nos pregunta por la razon y la suma sin mayores problemas
-

(%190) sum(x"n,n,1,inf),simpsum;
Is [x|-1 positive, negative or zero? negative;
X

(/6090) E

En cambio no suma algunas otras como

(%191) sum(1l/n!,n,0,inf),simpsum;

- 1
*%091) 2. —
n:

n=0

Para sumar Series de forma exacta podemos también aplicar la definicién: calculamos la suma parcial n-
sima Sn y luego tomamos limites.

Esto parece funcionar en las geométricas:
($il) a(n):=1/3"n;

(%c0l) a(n):r=—
31'2

(¥12) s(n):=nusumia(n), n, 1, n);

(502) s(n):r=nusum{a(n),n,1l,n)

(%$13) limit(s(n),n,inf);

%—31
(0)2
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aritmético-geomeétricas:
(%14) a(n):=(4*n-1)/2"n;

4n-1
(%5c4) aln):=

e
(%15) s(n) :=nusumia(n), n, 1, n);

(%05) s(n):=nusum{al(n),n,l,n)

($i6) limit({s(n),n,inf):
($o06) 7

hipergeométricas y sumables por descomposicion:

(3i7) a(n):=1/(n*(n-1)*(n-2));
(%07) a(n]-'=;
n(n-1)(n-2)

(%110) s(n):=nusum(za(n), n, 3, n);

(%010) s({n):=nusum(ai{n),n, 3, n)

(%111) l1imit (s (n),n,inf);

1
(%0l1l) —
4

En otras series (como las telescopicas, con logaritmos o raices) el método anterior no funciona.
(%112} a(n):=1/sgrt(n)-1/sgrt(n+l);

1 1
(%0l2) a(n):=—-

-\j: n+1

(%112} s(n):=nusum(a(n), n, 1, n);

(%012) s(n):=nusum{a({n),n,l,n)

(¥114) limit(s(n),n,inf);
errexpl non—-rational term ratic to nusum

n

1 1
(%014) lim —
n-sm Aln aln+1
n=1
En estos casos debemos conformarnos con calcular la Suma aproximada.

En el ejemplo que acabamos de plantear se sabe que la suma exacta es 1. Observemos lo lenta que es la
convergencia.

(%¥121) sap(n):=sumf{ain), n, 1, n), simpsum;

n

(%031) sap(n):= E aln)

n=1

(%134) l:makelist([n,sap(n)],n,100,2000,100),numer;

[[100,0.5004562805%7%],[200,0.929465436841414],[300,0.94236055822%958], [400,0.550062383056111],
[500,0.95532329483912], [e€00,0.55%209145177€]1,[700,0.962230521265%%8], [800,0.56466673733312]1,
[900,0.%6668516576736], [1000,0.%683%302293755],[1100,0.96986256126605], [1200,0.9711445071587¢],
[1300,0.872275651345%93], [1400,0.57328341574274],[1500,0.57418871335402], [1600,0.87500780883%981],
[1700,0.57575356775156], [1800,0.97643631851865],[1%00,0.97706446148702], [2000,0.%77644508259511]
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(%132) wxplot2d([discrete,1]);

8.98

(%t32)

a 268 4088 GBB 8§68 16886 1288 14686 1688 1868 26868
X

Criterios de Convergencia

Como hemos dicho, calcular la suma de una serie es un problema dificil y lo que hemos hecho
en clase es estudiar cuando son convergentes sin calcular su suma. Aplicar el criterio de la raiz o
del cociente para decidir la convergencia de una serie, reduce el problema al calculo de un limite,
que en el caso anterior es trivial, en el que Maxima si puede ser util. Por ejemplo, la serie >,,.4 nL"

(%11) a(n):=1/n"n;
1

(%0l1l) a(n):=
nﬂ

(%¥12) sum(l/n"*n, n, 1, inf), simpsum;

el

1
(¥02) E
nﬂ

n=1

no sabemos sumarla, pero el criterio del cociente

(%$13) limit(a(n+l)/a(n),n,inf);
($03) 0

nos dice que es convergente.

Desarrollo de Taylor

El desarrollo en serie de Taylor de una funcion parte de una idea sencilla: si el polinomio de
Taylor de la funcién cos(x) se parece cada vez mas a la funcion, ;por qué parar?

(%195) taylor(cos(x),x,0,4);

2 4
%095 L x
( ) 1 5t ag

;Qué es eso de un polinomio con infinitos sumandos? Para eso acabamos de ver series de
numeros. Ya sabemos en qué sentido podemos hablar de sumas infinitas.

niceindices(powerseries(f(x), x, a)) desarrollo en serie de potencias
de la funcion f centrado en el punto a
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Si en el menu Analisis— Calcular serie, marcamos Serie de potencias obtenemos el desarrollo en
serie de potencias de la funcion

(%196) niceindices(powerseries
(cos(x), x, 0));

1121
Z()

(%096) GDI

i=0

La orden powerseries es la encargada del calculo de dicho desarrollo y el comando que se powerseries
antepone, niceindices, escribe la serie de Taylor de una funcion con indices mas apropiados. niceindices
Sino la utilizamos, simplemente el resultado aparece un poco

E— o ”. OO0 X Serie
mas “enmarafiado”:

Serie

(%197) powerseries(cos(x),x,0); — I
0 1)116 2116

(- :
0, bl
(%097) llgo (2716) ! variable I ®
entorno a: IU Especial |

idad: =
profundidad: |B =
[~ serie de potencias

Aceptar I Cancelar I

. Cain Figura Ventana para el calculo de la
1

s (-1 x2t serie de Taylor

= 2i+1

pero es esencialmente el mismo. Funciona bastante bien para
las funciones con las que hemos trabajado en clase:

(%198) niceindices(powerseries(atan(x),x,0));

(%098)

Ahora podemos dar una respuesta al problema de en dénde se parecen una funcién y su po-
linomio: la primera condicion es que la serie de Taylor tiene que ser convergente. El conjunto de
valores x en los que es convergente, hemos visto en clase que, depende del radio de convergencia
de la serie. Vamos a calcularlo:

(%15) a(i) :=(-1)"i/(2*i+1);

(-1
(%05) a(i):=

21i+1

(%$16) radio:1/(limit(abs(a(i+l)}/a(1)),1i,inf));
(Fo06) 1

Perfecto. Ya sabemos que la serie de Taylor de la funcion arcotangente converge parax €]—1, 1|
vy no es convergente en R\ [—1,1] vy el dibujo que vimos de su polinomio de Taylor tiene ahora
sentido. Queda por saber qué ocurre para x = +1. Eso te toca a ti.

Observacion Se pueden realizar algunas operaciones con series de potencias. Por ejemplo,
intenta derivarlas:

(%1101) f(x):=niceindices(powerseries(log(1+x"2),x,0))$
(%1102)  diff(f(),x);

(%0102) -2 > (-Dix?i-1
i=1
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EJERCICIOS PROPUESTOS

1) Calcular los siguientes limites:
: 2 \n
a) lim(cos — + sen—)
n—oc n n
nfe _ essn%

b) lim n———
n—oo ] — nsen. -

c) lim (Vn+1—yn)vn+1

2) Calcular la suma de las siguientes series:

a)

)3
3ﬁ| —_

3
I
_

=
]2
=

n=1
= 6n+ 4
n=1
> n+1
d -
) HZ:; (n+3)(n+2)n

3) Dada la serie telescépica de término general:

a(n)=In(l — i?)
n

cuya suma exacta es —In2, calcular la suma aproximada y comprobar que la

o

convergencia es muy lenta
4) Estudiar la convergencia de las siguientes series:
i 1
) D
n
n=1
n
2n+1

)n

1)”

T
7+

b) D
n=1
) Y
n—1

5) Hallar el desarrollo en serie de McLaurin y el radio de convergencia de las
siguientes funciones:

a)y = senx
by = cosz”
2

c)y = sen‘zx



