Computacion Numérica

Segundo Parcial - Abril 2014

1. Dados los nodos:

x| -1]0]|1
yi|l 110

Si escribimos el spline natural que los ajusta como
() si(z) =az® +bx* +cx+d size[-1,0]
s(x) =
so(x) =ex® + fa? +gr+h sizel0,1]

plantear las ecuaciones del sistema cuya solucién cuya solucién son los coeficientes a, b, ¢, d, e,
fy g y h. Especificar las condiciones aplicadas.

Se tienen que cumplir las siguientes condiciones:
Condiciones de interpolacion: la curva ha de pasar por los tres puntos. Por lo tanto:

s1(=1) =1, s1(0) =0, s2(0) =0, s2(1) =2.
Condiciones de continuidad: han de coincidir las derivadas primera y segunda en los puntos intermedios:
s1(0) = s5(0), s7(0) = 55(0).

Y como hay 8 incoégnitas y de momento sélo tenemos 6 condiciones (ecuaciones) imponemos dos mas en los
extremos. Como el spline es natural las condiciones adicionales son:

s{(=1)=0, s5(1) =0.

Calculamos
§(z) = sh(z) = 3az® +2bx +c¢ siz € [-1,0]
© ] sh(z) =3ex? 4+ 2fx+g sizel0,1]

§(x) = s{(xz) = 6ax+2b siz e [-1,0]
| sY(z) = 6ex +2f sixze0,1]

y las ecuaciones son:

l.si(-l)=1= —a+b—c+d=1

2. 51(00)=0=d=

3.52000=0=h=0

4. s5()=2= e+ f+g+h=2

5. §1(0) = s5(0) = c=yg

6. s7(0) =s5(0) = 2b=2f

7.8/(-1)=0= —6a+2b=0

8. s5(1)=0=6e+2f=0

Y tenemos un sistema lineal de ocho ecuaciones para calcular ocho incognitas.



2. Dados los puntos 21 = =2, 23 = 0, y 23 = 1 de la funcién f (z) = |z| calcular el polinomio de
la forma P(z) = a + bz? que aproxima los puntos de la funcién. Utilizar la base de polinomios

{Po,PQ} = {1,3’,‘2}.

Para una base de polinomios { Py, P>} el polinomio de aproximacion es de la forma P () = ag Py () +as Py ()
donde los coeficientes agy as son la solucion del sistema lineal:

() (o) = ().
En este caso el producto escalar es

(g (x),h(x) =Y g(@r)h(zr).

3
k=1

Por lo tanto

22:1 L x f(zr)

( S ot (o) =( &0 )

3 2 3 2 2
Dopoxp x> wi xay as

3 3 3
( 23k=11 ZI§=1 ay ) ( ao ) - ( 3Zk=1 || )
She1 TE Dope Th a2 D ke TF X |

Construyamos una tabla para calcular estos valores

es decir

BENEAEANNIEAEN

1| -21] 4 |16 2 8

1 0 0 0 0 0

1 1 1 1 1 1
E 517 3 9

Por lo tanto

Tenemos dos ecuaciones
3(10 + 5(12 =3

Sag + 17a2 =9

Despejando ag en la primera ecuaciéon ag = %(3 — bag). Y sustituyéndo en la segunda ecuacion:
5 6
5(3 — 5a2) + 1700 =9 = 13a3 = 6 = ao = T3 = 0.46.

Entonces

1 6. 3
“(3-5—)=— =0.23.

1
a0 =538 =5m) = 5@ -53) = 13

3
Y el polinomio que aproxima los puntos es

6 3
P(z) = agPo(z) + agPa(x) = 3% 1+ 3 22 = 0.23 + 0.4622.



3. Un vehiculo que se mueve supuestamente con velocidad constante parte en el instante inicial del
punto al que se cuenta la distancia. Los datos de las medidas de la posicién en cuatro tiempos
diferentes son las siguientes:

| tiempo (s) [0 ] 20 [ 40 [ 60 |
| posicién (m) | 0 | 358 | 725 | 1078 |
Calcular la recta que pasa por el origen y que minimiza los errores cuadraticos. Deducir la

formula empleada para calcular la recta a partir de los errores cuadraticos. Calcular la velocidad
del vehiculo que se deduce de la recta.

Una recta que pasa por el origen sera de la forma:

Queremos calcular la recta que minimiza la suma de los errores cuadraticos:
4 4
= E (P(xg) — E m Xz, — yi)>
k=1 k=1
O lo que es lo mismo:

E(m) (P(0) — 0)% + (P(20) — 358) 4 (P(40) — 725) + (P(60) — 1078)% =

= (mx0—=0)%+ (m x 20 —358)? + (m x 40 — 725)% + (m x 60 — 1078)?

Para hallar el error minimo derivamos:

4 4
E'(m) = Z2mxxk—yk Z?mxxk yrrr) =0
k=1 k=1

4 4
m g xi — E yprr =0
k=1 k=1

Y por lo tanto:

m — Zk 1 YTk
Zk 1 7
O lo que es lo mismo:
E'(m) = 2(mx0—0)x0+2(m x 20— 358) x 20 + 2(m x 40 — 725) x 40 + 2(m x 60 — 1078) x 60

= 2m(0 x 0420 x 20 + 40 x 40 + 60 x 60) — 2(0 x 0+ 20 x 358 + 40 x 725 + 60 x 1078) =0

Y por lo tanto:

~ 0x0+20x 358440 x 725+ 60 x 1078 100800

= =18
0 x 0+ 20 x 20+ 40 x 40 + 60 x 60 5660

Y la recta de aproximacion es
P(z) =18z

y como z es tiempo y P(x) posicion, m es la velocidad constante y es 18 m/s.



4. Supongamos que tenemos tres puntos (zg,¥o), (z1,y1) ¥y (22,y2) de una funcién f, de forma que
1 =x0+hy o =29+2h con 0 < h < 1. Construir una férmula de derivacion de tipo interpolatorio
que aproxime f’(zg) o f'(z2) que utilice estos tres puntos.

Si usamos un polinomio de interpolacién de f de 2° grado en xg, 1, x2, siendo y; = f(z;), el polinomio de
interpolacion en la forma de Newton es:

p(x) = [yo] + [yo, y1](= — x0) + [Yo, Y1, Y2l (z — o) (z — 1)

con
Yo — Y1 _ Y1 — Yo

o — 1 h ’

[yol = vo, [yo,y1] =

[Yo,v1] — [y1,92] 1 Yo—vy1 1 — 2 1
- - _ = (g —2 .
[0, Y1, Yo pa—— 2h( ; 7 ) T (yo — 2y1 + 42)
Y1 — Yo 1
[yol = yo, [yo,y1] = T [0, y1,y2] = Byl (Yo — 2y1 + y2).

Si derivamos p(x)
f'(x) = p'(z) = [yo, y1] + [wo, y1, 2] ((z — 20) + (z — x1)),

y para el caso particular del punto xzq

f(zo) = p'(x0) = [yo, y1] + [yo, y1, y2]((xo — o) + (xo — x1)),

— 1
f(xo) ~ & h Yo + Thg(yo — 2y + y2)(*h)a

—3yo + 4y1 — 2
l ~

Y si aproximamos la derivada en el punto x5

f(x2) = p'(23h2) = [yo, y1] + [Yo. y1, 2] (2 — z0) + (22 — 21)),

_ 1
Flar) ~ 2 - Yo 4 575 (W0 — 291 +92) (2h + ),
f/(xl) ~ Yo — 4y1 + 3y2

2h



5. Sea la integral:
Vs

2 X

I =

(a) Obtener el valor aproximado de la integral mediante la regla del trapecio compuesta con
tres subintervalos.

Dividimos el intervalo [2, 3] en 3 trozos de igual longitud

_ _9
b—a_3-2_ 3

h:
3 3

Los nodos seran

Ty =a =2

1 =x90+h=2+0.33=2.33

To =x1 +h =233+ 0.33 = 2.66
r3=r3+h=266+033=3=1D

Aplicamos la férmula simple de los Trapecios 3 veces:

Ls d% %/I:I f(@)dx + /:2 f(x)dx + /:3 Fla)dz =
T2 — X1

=0 (fwo) + flan)) + () + Fe2)) + =52 (Fla) + flas)) =

2 2 2
= (Fw) 4 207 a) + ) + o) =
0.33 /1 1 1 1

(b) Determinar el nimero n de subintervalos de modo que la regla del trapecio compuesta
aproxime el valor de I con un error menor que 1073

B2
EF = %]‘”(CL c € (a,b)

Tenemos .
—a
= 2 b = 3 h = —_— " = —.
a=2b=3h=""" ["()= 5

Como es una funcion estrictamente decreciente en [2, 3]

2 1
PO = o =
Utilizando la férmula del error
|Bn| = % 1" (e)] < lf—; x i = m < 0.001,
1
I xdxn? < 0.001
1 2

12x4x0001 ="

1
V2 xaxo001 - 40 <n

Y si tomamos n = 5 podemos garantizar que el error al aproximar la integral con la regla del Trapecio
compuesta va a ser menor que 1073,



