Interpolacion polinomica
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Polinomio interpolante

Problema Tenemos una serie de puntos (x,,y,), (x;,¥,), - .., (X, y,) Y queremos encontrar un polinomio que pase por
todos ellos.

Por ejemplo, si tenemos el conjunto de puntos:
C={(2,2),(3,6),(4,5),(5,5),(6,6)}
Dibujamos los puntos:

x=[2,3,4,5,6];
v=[2,6,5,5,61;
plot(x,y,'."', 'markersize',20)
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Solucién con la matriz de Vandermonde

Como tenemos 5 puntos podemos plantear 5 ecuaciones y necesitamos 5 incognitas que seran los coeficientes del
polinomio. Por lo tanto:

- 2 3 4
P,(x) = ay + a;x + a,x" + a;x” + a,x

es decir a,,a,,a,,a5,a,, que son 5 incégnitas y el polinomio es, en principio, de grado 4. En general, para los puntos
(%9, Y0)s (X1, ¥1), - - -, (xn, ya) €l polinomio interpolante serd de grado < n.

Las ecuaciones serian:

_ 2 3 4 _
P,(xy) =y, Ay + A Xg + Ay X5 + azXg + auxg =y,
- 2 3 4 _
P,(x)) =y, Ay +a1X) + ayx] +azx) +aux] =y,
- 2 3 4 _
P,(x,) =y, Ay +a,%) + ayX, + a3+ aux; =y,
- 2 3 4 _
P,(x3) =y, Ay + Q) X3 + ayx5 + Ay, + auX5 = Y,
_ 2 3 4 _
P,(xy) =y, Ay +a, Xy + AyX; + a3, + a,X, =y,

Y el sistema a resolver es:



I X xg xg xg a, Yo
I x xf x"? x‘]‘ a, Y
1 x, xi x; x‘z‘ a | =1 »
I x xg xg xé a, V3
I x, xﬁ xi xi a, Y4

La matriz de coeficientes del sistema se llama Matriz de Vandermonde.
Ejercicio 1

1. Escribir una funcidn v=vandermonde (x) que tenga como argumentos de entrada el vector x y como argumento de
salida la matriz de Vandermonde v.

2. Calcular los coeficientes del polinomio resolviendo el sistema.

3. Dibujar el polinomio

V=Vandermonde (x)

v =
1 2 4 8 16
1 3 9 27 81
1 4 16 64 256
1 5 25 125 625
1 6 36 216 1296
a=V\y'
aa=a(end:-1:1)' % trasponemos a
% y le damos la vuelta,
% empezando por el coeficiente de mayor grado
a =
-75.0000
81.0000
-29.2500
4.5000
-0.2500
aa =
-0.2500 4.5000 =-29.2500 81.0000 =-75.0000

xx=linspace (min(x),max(x));
yy=polyval (aa,xx); polyval

Entrada:

aa -> los coeficientes del polinomio

de mayor a menor

XX -> una serie de puntos

Salida:

yy -> valor del polinomio en esos puntos
plot(x,y,'."', 'markersize',20)
hold on, plot(xx,yy)

dibujamos los puntos
dibujamos el polinomio
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Existe una funcién Matlab que calcula la Matriz de Vandermonde. El orden de los elementos es distinto al que nosotros
usamos:



vander (x)

16 8 4 2 1
81 27 9 3 1
256 64 16 4 1
625 125 25 5 1
1296 216 36 6 1

Pero este no es un método aconsejable porque la matriz de Vandermonde, en general, estd mal condicionada y puede
dar lugar a grandes errores en la solucién del sistema.

Interpolacion mediante los polinomios fundamentales de Lagrange

Para cada k=0, 1,...,n, existe un Unico polinomio ¢, de grado < n tal que /, (x;) = §,; (uno si k = y cero en caso
contrario):

4 (2) = @=x%) - @ =X )@ = X))
k (= xg) - O =X D = Xy p) -+ - (5 = X)

£y, Ly, ..., 4, son los polinomios fundamentales de Lagrange. Los 5 polinomios fundamentales de Lagrange
correspondientes al conjunto de puntos C serian:

polinomios_fundamentales_de_ Lagrange
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Vemos que valen 1 en un nodo y 0 en todos los demas.

Si multiplicamos cada uno de los polinomios fundamentales de Lagrange por su correspondiente y, tenemos

polinomios_fundamentales_de_ Lagrange por_y
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Vemos que valen y, en el nodo correspondiente y 0 en todos los demas.
El polinomio de interpolaciéon de Lagrange en los puntos XoXi,---,%; relativo a los valores y,,y,,...,y, €s
Py (x) = oy (x) + 316, (x) + -+ 3l (%)
Y si sumamos estos cinco polinomios
P,(x) = yoloy(X) + - - - +y,£,(x)
obtenemos el polinomio interpolante de Lagrange

polinomio_interpolante Lagrange



El inconveniente de este método es que si queremos incorporar un nodo nuevo tenemos que rehacer todos los
calculos.

Interpolacion mediante diferencias divididas

Formula de Newton

El polinomio de interpolacién de Lagrange en los puntos XoXps--os x, relativo a los valores y,,y,,...,y. €S

Py (x) = [o] + o] (x=x0) + g 1o 3a) (v =) (=) + -+ [y vy ooon] (=) (=) - (x=x,y)
Tabla de diferencias divididas

Los coeficientes del polinomio anterior son la primera fila de la tabla:

X Yo [YO7Y1] = % [y07y17y2] = [y“”ll:g"”] [Yoayl-/"'vYn} = Do x;]—;,[,hmyn}
noon o Do =ER L D] = R

X N [)’27373] = % [yza)’37y4} = [3‘2-,3';]2:33.3'4}

Xl Y1 [yn—l’y"} = ﬁ

Xn Yn

Con este método, si afiadimos un nodo, no hay que rehacer todos los calculos, sino que se aflade una linea mas a la
tabla anterior en su parte inferior.

Ejercicio 2 Escribir una funcidn a=difdiv(x,y) que calcule la matriz a que contiene la tabla de diferencias divididas de
Newton para los puntos contenidos en x, y. No almacenar x en a. Utilizar la matriz a para calcular el polinomio
interpolante en la forma de Newton. Dibujar el polinomio interpolante y los puntos.

x=[2,3,4,5,6];
y=[2,6,5,5,6];
a=difdiv(x,y)

2.0000 4.0000 -2.5000 1.0000 -0.2500
6.0000 -1.0000 0.5000 0 0
5.0000 0 0.5000 0 0
5.0000 1.0000 0 0 0
6.0000 0 0 0 0

xx=linspace(min(x),max(x));
yy=pol_newton(x,a,xx);
plot(x,y,'."', 'markersize',10)
hold on,plot(xx,yy)



Interpolacion con 6rdenes Matlab

El polinomio de interpolacidn se puede obtener con el comando de Matlab po1yfit escogiendo como grado del polinomio
el nimero de puntos menos uno. Nos da los coeficientes del polinomio interpolante en un vector, empezando por el de
mayor grado:

x=[2,3,4,5,6];
v=[2,6,5,5,61;
pol=polyfit(x,y,length(x)-1); % coeficientes del polinomio

Representamos el polinomio:

xx=linspace(min(x),max(x));
yy=polyval(pol, xx);
plot(x,y,'."', 'markersize',20)
hold on,plot(xx,yy)

Ejercicio 3 Escribir una funcidn cheby(f,a,b,n) que interpole la funcién £ en el intervalo [a,b] utilizando n nodos:

1. Utilizando nodos equiespaciados incluyendo los extremos del intervalo.
2. Utilizando nodos de Chebyshev:

2i—1
x@zcos% i=1,2,...,n
! n

En el intervalo [-1,1] con n =11 nodos y la funcién:



fO =150

En ambos casos dibujar los nodos, la funcidn y el polinomio interpolador.

f=@(x) (1)./(1+25*%x."2);
cheby(£,-1,1,11)

2 y T T T T T T — T
funcidn
©  nodos equiespaciados
15H || polinomio interpolante
H *  nodos chebyshey
polinomio interpolante

Podemos obtener la interpolacion lineal a trozos con polinomios de grado cero con la orden interp1 Y la 0pcCidn nearest

x=[2,3,4,5,6];

v=02,6,5,5,61;
xx=linspace(min(x),max(x),1000);
yy=interpl (x,y,xx, 'nearest');
plot(x,y,'."', 'markersize',20)
axis([2 6 1 7])

hold on, plot(xx,yy),hold off
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Y con polinomios de grado uno (o lo que es lo mismo, interpolacidn lineal a trozos) con la orden interp1 y la opcion

linear

x=[2,3,4,5,6];

¥=02,6,5,5,61;
xx=linspace(min(x),max(x));
yy=interpl(x,y,xx, 'linear');
plot(x,y,'.', 'markersize',20)
hold on, plot(xx,yy), hold off
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Y la interpolacion con splines (con la opcidn not-a-knot) con la orden

yy = spline(x,y,xx);
plot(x,y,'.', 'markersize',20)
hold on, plot(xx,yy), hold off
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Ejercicio 4 Realizar una programa error_max que, para la funcidn cosx en el intervalo [0, 10] tomando como nodos
x=0,1,...,10 dibuje los polinomios de interpolacion:

1. Lineal a trozos.
2. Con splines.

y calcule, para los puntos puntos=0:0.01:10 €l error maximo en cada caso. ¢Qué interpolacion da mayor error maximo?

error_max

Error interpolacién lineal a trozos = 0.12207
Error interpolacién con splines = 0.024833
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