Sistemas de ecuaciones lineales J

Escuela de Ingenieria Informatica de Oviedo

(Dpto. de Matematicas-UniOvi) Computacion Numérica Sistemas lineales 1/59



N
Contenidos

@ Introduccion

e Métodos directos
@ Gauss
@ Gauss con pivote
@ Factorizacion LU

© Métodos iterativos
@ Jacobi
@ Gauss-Seidel

0 Descomposicion en valores singulares (SVD)

@ Diagonalizacién
@ Descomposicién en valores singulares

(Dpto. de Matematicas-UniOvi) Computacion Numérica Sistemas lineales 2/59



Problema

Objetivo

Resolver sistemas de ecuaciones lineales con el mismo nimero de
ecuaciones que de incégnitas

Problema
Dados los numeros a; y by parai,j=1,2,...,nse trata de hallar los numeros
X1, X2, .. ., Xp Que verifican las n ecuaciones lineales
ai Xy + apXe +...+amxn = by
X1+ apXo+ ...+ apXn = b
amXi+amXe+ ...+ amxn = by
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Problema

@ Definimos:

o la matriz de coeficientes: A = (&;);_,

e el vector del segundo miembro: b = (b;)_,
e el vector de incognitas: x = (x;)7_,

@ Usando la notacién matricial, el sistema se escribe

Ax=Db

@ Enlo que sigue, suponemos que el sistema tiene una dnica solucion
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Soluciones numéricas

Los métodos pueden ser:

© Métodos directos
@ La solucion se calcula en un nimero finito de pasos conocidos a priori.
@ Solo estan sujetos a errores de redondeo.
@ Son adecuados para resolver
@ sistemas pequefios
@ sistemas grandes con matriz llena.

Veremos los métodos de: Gauss, Gauss con pivote y
Descomposicion LU

@ Meétodos iterativos
e Construyen una sucesién que converge a la solucion del sistema.
@ Ademas de los errores de redondeo., exite un error de truncamiento.

Veremos los métodos de: Jacobi y Gauss-Seidel
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Método de Gauss: triangularizacion

@ La idea del método de Gauss es transforma el sistema de ecuaciones
lineales original en un sistema de matriz triangular superior con las
mismas soluciones.

@ Para ello se realizan las operaciones:
o fi—fi+ A, j#I

o fi > f; (si usamos la estrategia del pivote)

@ En estos célculos sélo intervienen la matriz de coeficientes y el vector del
segundo miembro
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Método de Gauss: sustitucion regresiva

Una vez hemos triangularizado la matriz de coeficientes tenemos un sistema
del tipo
Ux =D’

donde U es una matriz triangular superior:

Uiy Ui WUz ... Uip
0 Uoo Uoz ... Uop
U= 0 0 Usz ... Uzp

0 0 0 O um
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Método de Gauss: sustitucion regresiva

@ La ecuacién j-ésima del sistema, parai=1,2,...,nes:

UiiXj + Uiit1 Xit1 + -+ + UinXn = bi

@ Porlotanto,parai=nn—1,...,1, si u; # 0 entonces

n

X — bi — Uiix1 Xip1 — - — UinXp _ 1 b Z UiX

= = i %
n n ]:I+1
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Método de Gauss: sustitucion regresiva

@ Algoritmo sustitucion hacia atras:
@ Si un = 0, parar (no existe solucion Gnica).
b
@ Hacer x, = =
Unn
Q Parai=n—-1,...,1
@ Siu; =0, parar (no tiene solucién)

@ Hacer
1 n
Xi= — (b,'— Z U/ij)
Uii

j=i+
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Un ejemplo de Gauss

Resolver un sistema lineal por Gauss

2x +3y -z =5
4x +4y -3z = 3
-2x 43y -z = 1
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Un ejemplo de Gauss

Resolver un sistema lineal por Gauss

2x +3y -z
4x +4y -3z
—2x +3y -z

- W o

TRIANGULARIZACION

Vamos a hacer ceros en la primera columna por debajo del pivote 2.

f 2 3 -1 5\ f
f, 4 4 -3 3| 8

 \-23 —11) 1

fi
f— 31,
fy — 2,
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Un ejemplo de Gauss

TRIANGULARIZACION

Hacemos ceros por debajo del pivote —2 en la segunda columna.
fi 2 3 -1 5 il = f
f 0o 2 -1 -7 fy = f
fi 0O 6 -2 6 fy = f— %fé
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Un ejemplo de Gauss

TRIANGULARIZACION

Hacemos ceros por debajo del pivote —2 en la segunda columna.
fi 2 3 -1 5 il = f
f 0o 2 -1 -7 fy = f
fi 0O 6 -2 6 fy = f— %fé

Y ya tenemos una matriz triangular superior (con ceros por debajo de la

diagonal principal).
f 2 3 -1 5
fy 0o 2 -1 -7
fy 0 0 -5 -15
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Un ejemplo de Gauss

SUSTITUCION REGRESIVA

Despejamos las incégnitas empezando por la ecuacion de abajo y
progresamos hacia arriba.

2x 43y -z = 5
-2y -z = -7
-5z -15
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Un ejemplo de Gauss

SUSTITUCION REGRESIVA

Despejamos las incégnitas empezando por la ecuacion de abajo y
progresamos hacia arriba.

2x 43y -z = 5
-2y -z = -7
-5z —15
Empezamos por la z
z = -15/(-5)=3

y = (7+2)/(2)=(-7+3)/(-2) =2
x = (5-8y+2)/2=(5-3(2)+(3)/2=1

W
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Gauss con pivote

En la triangularizacion, en la primera transformacién de la matriz,
obtenemos ceros por debajo de aj, en el segundo paso hacemos ceros por

debajo de a,, y asi sucesivamente. Estos elemetos a; son los pivotes. Hay
casos donde se cambian:

@ Si es pivote parcial, intercambiando filas y tomando como pivote el
elemento de mayor valor absoluto a; que esta en la columna del pivote
por debajo del pivote.

@ Si es pivote total, intercambiando filas y columnas.

Ejemplos que requieren pivote:
@ cuando g; =0

@ cuando a; es muy pequefo y se pueden producir grandes errores de
redondeo.
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Un ejemplo de Gauss con pivote

Resolver un sistema lineal por Gauss con pivote

X 4y -z = 0
2x  +y +z = 7
3x -2y —z = -4
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Un ejemplo de Gauss con pivote

Resolver un sistema lineal por Gauss con pivote

X 4y -z = 0
2x  +y +z = 7
3x -2y —z = -4

TRIANGULARIZACION

En este primer paso buscamos el pivote en la primera columna. Cogemos
como pivote el elemento de mayor valor absoluto. Hacemos ceros por debajo

del pivote.
fi /(3 —2 -1 -4\ fi = f
sh |2 1 1 7| K = k-3
F\1 1 -1 0/) ¢ = f_1f

1 1 -1 0
2 1 1 7
3 2 -1 -4 ;
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Métodos directos Gauss con pivote

TRIANGULARIZACION

Ahora el méximo valor, el pivote 7/3 esta en la segunda columna por lo que

no hace falta intercambiar filas.

(3
|0
5\ o

-2

Wl orwl N

—1

Wi Wl o

wl & @B L

fy
f//

f//

-
— 8

5/3
= f— 7§3f2
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Métodos directos Gauss con pivote

TRIANGULARIZACION

Ahora el méximo valor, el pivote 7/3 esta en la segunda columna por lo que
no hace falta intercambiar filas.

2 1 4
i N
510 3 3 3 |[F =%

5 2 4 5/3
6lo 3 5 3/ 8 = bt

Y ya tenemos una matriz triangular superior (con ceros por debajo de la
diagonal principal)
3 -2 -1 -4

1" 0 z é %
kb 3 3 3
£ 13 39
3 0 0 - -

4
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Métodos directos Gauss con pivote

SUSTITUCION REGRESIVA

Despejamos las incégnitas empezando por la ecuacion de abajo y

progresamos hacia arriba.

3x

-2y -z =
7 5
3Y 3% <
_18, _
7

—4
29

3
39

7
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Métodos directos Gauss con pivote

SUSTITUCION REGRESIVA

Despejamos las incégnitas empezando por la ecuacion de abajo y
progresamos hacia arriba.

3x -2y -z = -4
7,5, _ 02
3 T3 T 3
8, _ 3
7 N 7
Empezamos con la z
z = —(39/7)/(—-13/7)=3

y = ((29/3)-(5/3)2)/(7/3) =2

X = (-4+2y+2)/3=1

4

(Dpto. de Matematicas-UniOvi) Computacion Numérica Sistemas lineales 16 /59




Factorizacion LU

@ Queremos descomponer la matriz de coeficientes A en una matriz
triangular superior Uy una matriz triangular inferior L de forma que

A=LU

@ Matrices que admiten factorizacién LU son, por ejemplo:
@ Matrices estrictamente diagonal dominantes:

n
@ porfilas: |a;| > Z |aj| parai=1,2,...,n
j=1
J#1
n
@ por columnas |a;| > Z |aji| parai=1,2,...,n
j=1
J#1
© Matrices simétricas y definidas positivas:
A=A" y xTAx>0 paratodox # 0
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Métodos directos Factorizacion LU

Factorizacion LU

@ La factorizacién LU de una matriz no es Unica
@ Habitualmente se fija
li=1 parai=1,2,....n

En este caso:
e U= A" la matriz triangular superior que se obtiene al triangularizar A
como en Gauss

e Parai=2,....nyj=1,2,...,i—1
lj = mj

siendo mj las A de f; — f; + Afj,
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Factorizacion LU

@ Consideramos el sistema de ecuaciones lineales
Ax=Db

donde la matriz A admite la factorizacién LU

@ Entonces
AxX=b<= LUx=Db

@ Para resolver el sistema, hay que
@ resolver Ly = b
@ resolver Ux =y
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Factorizacion LU: sustitucion progresiva

Si tenemos un sistema
[x=Db

donde L es una matriz triangular inferior:

iy 0O O ... O
b1 b 0 ... O
L—]| ht ha hy ... O

/n1 In2 /n3 lnn
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Factorizacion LU: sustitucion progresiva

@ La ecuacién j-ésima del sistema, parai=1,2,...,nes:

X1 + loXp 4 - - + lix; = b

@ Porlo tanto, parai=1,2,...,n, sil; # 0 entonces

j—1
bi — lnxy — - = lj_1Xi—1 1 I
Xi = I I b — E :/fl'xl'
n n /:1

(Dpto. de Matematicas-UniOvi) Computacion Numérica Sistemas lineales 21/59



Métodos directos Factorizacion LU

Factorizacion LU: sustitucion progresiva

@ Algoritmo sustitucién hacia adelante:

@ Si k1 = 0, parar (no existe solucién dnica).

by
hi

Q@ Parai=2,....n

@ Silj =0, parar (no tiene solucion)

@ Hacer
( Z ll]X/)

©Q Hacer x; =

‘\—*

Sistemas lineales 22/59
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Métodos directos Factorizacion LU

Resolver un sistema lineal por factorizacion LU

X +y +z = 1
—-X 4y = 0
-2y +2z = -4
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Métodos directos Factorizacion LU

Resolver un sistema lineal por factorizacion LU

X +y +z = 1
-X 4y = 0
-2y +2z = -4

Factorizacion
En el primer paso hacemos ceros por debajo del elemento a1

f 1 11 fo= f
fo | -1 10 B o= fh — (-1 f
fy 0 -2 2 = K — 01 f

Los multiplicadores, que aparecen en rojo, son los elementos con los que
construimos la matriz L. Los insertamos en la matriz, en lugar de los ceros
creados.
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Métodos directos Factorizacion LU

FACTORIZACION

Repetimos el proceso creando ceros por debajo de a,. J
fi 1 1 1 il = f
f -1 2 1 = 1
fi 0 -2 2 ff = f, — (-2/2) £
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Métodos directos Factorizacion LU

FACTORIZACION
Repetimos el proceso creando ceros por debajo de a,. J

fi 1 11 i y

f —1 2 1 = 1

fi 0 -2 2 fy L — (—2/2) f3
Y llegamos a la matriz que almacena simultdneamente Ly U.

1 1 1
1 2 1
0 -1 3
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Métodos directos Factorizacion LU

FACTORIZACION
La matriz que almacena simultdneamente Ly U.
1 1 1
—1 2 1
0 -1 3
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Métodos directos Factorizacion LU

FACTORIZACION
La matriz que almacena simultdneamente Ly U.

1 1 1
1 2 1
0o -1 3

Y las matrices Ly U son:

1 00 1 1
L=1] - 10 u=1| 0 2
0o —1 1 00
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Métodos directos Factorizacion LU

@ Tenemos

@ Entonces
AxX=b<+<= LUx=Db

@ Para resolver el sistema, hay que

@ resolver Ly = b por sustitucion progresiva

@ resolver Ux =y por sustitucion regresiva
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Métodos directos Factorizacion LU

Sustitucion Progresiva

Resolvemos el sistema triangular inferior Ly = by obtenemos y.

n
Y1 +)e
Y2 +)3

1 )4
0 Y2
—4 Y3
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Métodos directos Factorizacion LU

Sustitucion Progresiva

Resolvemos el sistema triangular inferior Ly = by obtenemos y.

7 = 1 Y1
Y1ty = 0 )2
~Yo +y3 = —4 V3

1

34 =
-4ty

1
= -3

Sustitucion Regresiva

Resolvemos el sistema triangular superior Ux = y y obtenemos x, que era lo

que buscabamos.

Xy +Xo +Xz3 = 1 X3 =
2X2 +X3 = 1 Xo =
3x3 = -3 Xy =

~3/3
(1—x3)/2
1 — Xo — X3
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Métodos iterativos: ventajas

@ Los métodos iterativos son, en general, mas eficientes que los métodos
directos para resolver sistemas de ecuaciones lineales grandes y de
matriz hueca ya que se basan en la operacién “multiplicacion de matriz
por vector”.

@ Como consecuencia:

@ Solo es necesario almacenar los coeficientes no nulos de la matriz del
sistema.

@ Si no se exige mucha precision, se puede obtener una aproximacion
aceptable en un nimero pequefio de iteraciones.

@ Son menos sensibles a los errores de redondeo.
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Métodos iterativos: desventajas

@ En general, no es posible predecir el nUimero de operaciones que se
requieren para obtener una aproximacién a la soluciéon con una precision
determinada.

@ Eltiempo de calculo y la precision del resultado pueden depender de la
eleccion de ciertos parametros.

@ Generalmente no se gana tiempo por iteracion si la matriz de coeficientes
es simétrica (como en el método directo de Cholesky). En este caso, un
método directo genérico puede reducir el tiempo de calculo a la mitad.
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Métodos iterativos

@ Dada una aproximacion inicial x(°), un método iterativo genera una
sucesion de aproximaciones x*), para k = 1,2, .., que converge a la
solucién del sistema.

@ Para generar esta sucesion, se repite el mismo esquema de operaciones
hasta que:

@ se obtiene una aproximacion a la soluciéon con una precision especificada
de antemano, o

@ se rebasa un nimero méaximo de iteraciones
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Métodos iterativos

@ Los métodos iterativos clasicos (lineales) se basan en reescribir el
problema
Ax=b<< x=Gx+c¢

donde G es una matriz n x ny ¢ es un vector columna de dimensién n.

@ Algoritmo:

o Sea x'% una aproximacion inicial a la solucion
o Parak=1,2,...
x®) = Gx*" 1 ¢

@ La matriz G se llama matriz de iteracion y el vector ¢ se llama vector de
iteracion.
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Meétodo de Jacobi

Se basa en la descomposicion

A=D—(D- A
donde
ai 0 0 0 —aie
0 aoo 0 —an1 0
[) - [) —_ /4 =
0 0 - am —am —am
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Meétodo de Jacobi

@ Tenemos que

AxX=b= (D—(D-A)x=b=

Dx=(D—-Ax+b=x=D"(D-A)x+D"

@ Y por lo tanto
x*+) = p=1(D- A)x¥) + Db
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Método de Jacobi

@ Algoritmo de Jacobi

@ Elegir una aproximacion inicial x©
Q Parak=1,2,... Maxiter

@ Parai=1,2,...,n,calcular
K 1 = k—1 d k—1
CAEPTCEDSCUARED SE VAR
ai = j=it

k)

@ Sise cumple el criterio de parada, tomar x() como aproximacion a la solucion
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Métodos iterativos Jacobi

Resolver un sistema lineal por Jacobi

10xq —Xo +2X3
—x1 +11x —X3 +3x4
2X4 —Xo +10x3 —X4
3Xo —X3 +8x4

11
15
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Métodos iterativos Jacobi

Resolver un sistema lineal por Jacobi

10xq — X2 +2X3 6
—x1 +11x —X3 +3x4 = 6
2X4 —Xo +10x3 —Xx4 = 11
3Xo —X3 +8x4 = 15

Despejamos las incognitas

Primero despejamos x; en la primera ecuacion, x» en la segunda, . ..

X = (6+x — 2x3)/10

Xo (64 x1 + x3 — 3x4)/11
Xz = (11 — 2Xq +X2+X4)/10
Xq (15—3X2+X3)/8
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Métodos iterativos Jacobi

Teniendo en cuenta las ecuaciones

X1 = (6+x —2x3)/10

Xo = (6—|—X1 +X3—3X4)/11
Xz = (11—2X1+X2+X4)/10
Xs = (15—-3x2+ x3)/8
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Métodos iterativos Jacobi

Teniendo en cuenta las ecuaciones
Xy = (6+X2 —2X3)/10

Xo = (6—|—X1 +X3—3X4)/11
Xz = (11 — 2Xq +X2+X4)/10
Xs = (15—-3x2+ x3)/8

Definimos la sucesion
P (v 2x(k))/10
xékH) = (6+ x(k) + x3 3x(k))/11
X = (11— 2x1(k) + x589+ x{ /10
X = (15 -3x + x) /8

(Dpto. de Matematicas-UniOvi) Computacion Numérica Sistemas lineales 36 /59



Métodos iterativos Jacobi

Primera iteracion

Punto inicial x(©) = ( X0 X0 x{0 ),Xio)) =(0,0,0,0)".

Xq

(6+x” —2x")/10=0.6

= (6+x9 +x{9 —3x{9)/11 = 0.545
= (11 =2x@ 4 X0 + X" /10 = 1.1
(15 - 3" + x{V)/8 = 1.875
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Métodos iterativos Jacobi

Primera iteracion

Punto inicial x(©) = ( X0 X0 x{0 ),Xio)) =(0,0,0,0)".

XV = 6+ Y —2x")/10=0.6
X = (64X + X9 —3x{V)/11 = 0.545
X = (11— 2x9 4 X0 4+ x{P) 10 = 1.1
X = (15 -3x" + V) /8 = 1.875

Criterio de parada

Impondremos que la distancia entre dos puntos consecutivos sea menor que
una 0.01.

Hx“) —x(O)H = max (

oo 1<i<a \|7 '

x{ — x~(°)D = max (0.6,0.545,1.1,1.875) = 1.875

4
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Métodos iterativos Jacobi

Segunda iteracion

o

X = 6+ x" —2x{"y/10 = (6 + 0.545 — 2(1.1))/10 = 0.435

X2 = (64X XD — (”)/11 = (6+0.6+ 1.1 —3(1.875))/11 = 1.886

X = (11 —2x "+ x{y /10 = (11 —2(0.6) + 0.545 + (1.875))/10 = 1.2

X = (15-3x" +x{")/8 = (15 — 3(0.545) + 1.1)/8 = 1.808
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Métodos iterativos Jacobi

Segunda iteracion

x® = (6+x" —2x{")/10 = (6+0.545 — 2(1.1))/10 = 0.435

X2 = (64X " - (")/11 = (6+0.6+1.1—3(1.875))/11 = 1.886

X (11— .2x“>+x2 +x{/10 = (11 —2(0.6) + 0.545 + (1.875))/10 = 1.2
( (

15 — 3(0.545) + 1.1)/8 = 1.808

o

x? 15— 3x{" + x{"y/8

Criterio de parada
¢ Se cumple? No
Hx<2> - x<1>H =0.357 > 0.01
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Métodos iterativos Jacobi

Mas iteraciones

Hasta que se cumpla la condicién de parada

0
0
© _ 1) _
X = 0 X =
0
0.378
0.156
@ _ (
XT=1 1241 X
1.950

0.6
0.545
1.1
1.875

X@ —

0.369
6) 0.153
1.240

1.979

0.435
0.189
1.222
1.808

con

0.374
0.203
1.213
1.957

0.368
0.154
1.239
1.972
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Métodos iterativos Jacobi

Mas iteraciones

Hasta que se cumpla la condicién de parada

0 0.6 0.435 0.374
0 0.545 0.189 0.203
©0) _ (1) _ @) _ @) _
X“=1o [ X 7| 11 XT= 1002 | X 1.213
0 1.875 1.808 1.957
0.378 0.369 0.368
(@ _ | 0.156 (@ _ | 0153 o_ | 0154
| 1.241 : ~ | 1.240 con ~ | 1.239
1.950 1.979 1.972
Criterio de parada
Se cumple en la iteracion 6.
Hx<6> _ x(5)H — 0.007 < 0.01
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Meétodo de Gauss-Seidel

Se basa en la descomposicion

A=L—(L-A)
donde
ai 0 0 0 —aio
ao1 daoo 0 0 0
L= . ; . L-A=] . )
an ane ann 0 0
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Meétodo de Gauss-Seidel

@ Tenemos que

b=

Ax=b=(L-(L-A)x=
=L " (L-A)x+L"'b

Ix=(L-A)x+b=x

@ Y por lo tanto
x(k+1) _ Lf1 (L— A) x(k) + L71b
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Método de Gauss-Seidel

@ Algoritmo de Gauss-Seidel

@ Elegir una aproximacion inicial x©
Q Parak=1,2,... Maxiter

Q@ Paran=1,2,...,n,calcular
1 d k—1
4 oS- 3 )

II

J=i+1

@ Sise cumple el criterio de parada, tomar x() como aproximacion a la solucion
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Meétodo de Gauss-Seidel

Observar que:

@ Jacobi

@ Gauss-Seidel
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Métodos iterativos Gauss-Seidel

Resolver un sistema lineal por Gauss-Seidel

10x4 —Xo +2X3

—x1 +11x —X3 +3x4
2X1 —Xo +10x3 — X4
3Xo —X3 +8x4

11
15
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Métodos iterativos Gauss-Seidel

Resolver un sistema lineal por Gauss-Seidel

10x4 —Xo +2X3 = 6
-Xx1 +11x —X3 +3x4 = 6
2X1 —Xo +10x3 —-Xx4 = 11
3Xo —X3 +8x4 = 15

Despejamos las incognitas

Como en Jacobi. Primero despejamos x; en la primera ecuacién, x» en la
segunda, ...

Xq (6—|—X2—2X3)/10

Xo (6+X1+X3—3X4)/11

X3 = (1172X1+X2+X4)/10

X4 (15 —3x2 + x3)/8
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Métodos iterativos Gauss-Seidel

Teniendo en cuenta las ecuaciones

X1 = (6+x —2x3)/10

Xo = (6—|—X1 +X3—3X4)/11
Xz = (11—2X1+X2+X4)/10
Xs = (15—-3x2+ x3)/8
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Métodos iterativos Gauss-Seidel

Teniendo en cuenta las ecuaciones

X1 = (6+x —2x3)/10

Xo = (6—|—X1 +X3—3X4)/11
Xz = (11—2X1+X2+X4)/10
Xs = (15—-3x2+ x3)/8

Definimos la sucesion

Pero ahora, en cuanto calculamos una aproximacién de una de las incognitas
ya la usamos

XD =6+ x5 —2x§9) /10

X =6+ XU 4 x{0 —3x{y /11
x{ED = (11— 2x Y D 4 x99y 10
X£k+1) ~ (15- 3Xék+1) n X?(’k+1))/8

v
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Métodos iterativos Gauss-Seidel

Primera iteracion

Y comenzamos también con x(©) = ( X0 x0 x0), (0)) (0,0,0,0)".

XM= =+ x5 —2x")/10 =0.6(6+0—0)/10 =06

X = 64+ x4+ X —3x{9) /11 = (6+06+0-0)/11=06

X = =1 —2x XD+ xY)/10 = 1.1(11 — 2(0.6) + (0.6) + 0)/10 = 1.04
XV = (15-3x" +x{"y/8 = (15— 3(0.6) + (1.04))/8 = 1.78
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Métodos iterativos Gauss-Seidel

Primera iteracion

Y comenzamos también con x(©) = ( x\© Xé ),xé ),Xio)) (0,0,0,0)".

XM= =+ x5 —2x")/10 =0.6(6+0—0)/10 =06

X = 64+ x4+ X —3x{9) /11 = (6+0.6+0-0)/11=0.6

X = =1 —2x XD+ xY)/10 = 1.1(11 — 2(0.6) + (0.6) + 0)/10 = 1.04
XV = (15-3x" +x{"y/8 = (15— 3(0.6) + (1.04))/8 = 1.78

Criterio de parada

Impondremos que la distancia entre dos puntos consecutivos sea menor que
una 0.01.

xM —xO@| = max (|x{" - x,@|) = max (0.6,0.6,1.04,1.78) = 1.78
H |, = max ([~ %) = max(0.6.06.1.04.1.78)

1<i<4

v
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Métodos iterativos Gauss-Seidel

Segunda iteracion

X = 6+ x" —2x{"y/10 = (6+ 0.6 —2(1.04))/10 = 0.452

D R (- (”)/11 = (6+0.452 + 1.04 — 3(1.78))/11 = 0.196
X2 = (11 —2x® P + x{") /10 = (11 —2(0.452) + 0.196 + (1.78))/10 = 1.
xP = (15-32 +x{)/8 = (15— 3(0.196) + 1.207)/8 = 1.953

o
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Métodos iterativos Gauss-Seidel

Segunda iteracion

x® = (6+x8" —2x")/10 = (6+ 0.6 —2(1.04))/10 = 0.452

D R (- (‘))/11 = (6+0.452 + 1.04 — 3(1.78))/11 = 0.196
P = (11— 2x(2)+x2 +x{M/10 = (11 —2(0.452) + 0.196 + (1.78))/10 = 1.
P = (1532 +x)/8 = (15— 3(0.196) + 1.207)/8 = 1.953

Criterio de parada

¢ Se cumple? No
Hx<2> - x<1>H — 0.404 > 0.01
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Métodos iterativos Gauss-Seidel

Mas iteraciones

Hasta que se cumpla la condicién de parada

0
x© _ 8 x(1) —
0
0.369
0.154
@ _
XT=1 1239
1.972

0.6 0.452
06 | 2 | 019
X =
1.04 1.207
1.78 1.953

con

X® —

0.378
0.157
1.235
1.971

0.368
0.154
1.239
1.972
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Métodos iterativos Gauss-Seidel

Mas iteraciones
Hasta que se cumpla la condicién de parada

0 0.6 0.452 0.378
0 0.6 0.196 0.157
0) — (1 — (2 — (3) —
X o | X | 104 | X T | 1207 [ ¥ 7| 1235
0 1.78 1.953 1.971
0.369 0.368
L@ _ | 0154 con x| 0154
B 1.239 o 1.239
1.972 1.972
Criterio de parada
Se cumple en la iteracion 4.
Hx(4> —x®|  =0.009 < 0.01
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Recordamos: para factorizar una matriz...

Matriz diagonalizable

Una matriz cuadrada A se dice que es diagonalizable si puede
descomponerse de la forma
A= PDP~'

donde

@ P es una matriz invertible cuyos vectores columna son vectores propios
de A.

@ D es una matriz diagonal formada por los valores propios de A.

(Dpto. de Matematicas-UniOvi) Computacion Numérica Sistemas lineales 49 /59



Recordamos: para factorizar una matriz...

Matriz diagonalizable

Una matriz cuadrada A se dice que es diagonalizable si puede
descomponerse de la forma

A= PDP!
donde

@ P es una matriz invertible cuyos vectores columna son vectores propios
de A.

@ D es una matriz diagonal formada por los valores propios de A.

Inconvenientes
@ Atiene que ser cuadrada.
@ P tiene que ser invertible.
@ Por lo tanto no todas las matrices se pueden factorizar de esta manera.

4
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Descomposicion en valores singulares (SVD) Diagonalizacion
Pero...

Matriz real simétrica
Cualquier matriz cuadrada simétrica con coeficientes reales es diagonalizable

A= PDPT

y

@ P esta formada por una base ortonormal de vectores propios y y los
vectores filas de P~ son los vectores columnas de P. Por lo tanto
pP~'=pPT

@ D los valores propios son reales.
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Descomposicion en valores singulares (SVD) Diagonalizacion
Pero...

Matriz real simétrica
Cualquier matriz cuadrada simétrica con coeficientes reales es diagonalizable

A= PDPT

y

@ P esta formada por una base ortonormal de vectores propios y y los
vectores filas de P~ son los vectores columnas de P. Por lo tanto
pP~'=pPT

@ D los valores propios son reales.

MMT™ € Mpmum(R)  MTM € Muyn(R)

Son matrices cuadradas simétricas con coeficientes reales para cualquier
matriz rectangular M € My (R)
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Descomposicion en valores singulares (SVD) Diagonalizacion

Matriz real simétrica

>

Il
O = =
—_ N =
—_ - O
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Descomposicion en valores singulares (SVD) Diagonalizacion

Matriz real simétrica

O = =
—an =
- = O
SN———

Diagonalizamos

Factorizamos A = PDP~" pero P~' # P'

111
6 3 6

110 1 -1 1 300 1 1
121 )l=l2 0 -1 lo1o0 L
0 1 1 11 1 000 2 f
3
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Descomposicion en valores singulares (SVD) Diagonalizacion

Las columnas de P son vectores ortogonales
4 'V2:(1a271)'(717031):71 +0+1=0
vi.va=(1,2,1).(1,-1,1)=1-2+1=0
V3'V2:(17_171)'(_17071):_1 +0+1=0
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Descomposicion en valores singulares (SVD) Diagonalizacion

Las columnas de P son vectores ortogonales
V1 'V2:(13271)'(717031):71 +0+1 :0
vi.va=(1,2,1).(1,-1,1)=1-2+1=0
V3'V2:(17_171)'(_17071):_1 +0+1=0

Si normalizamos los vectores

Vi (1,2,1) 1 2 1 Vo V3
Vi = = =\ 7=\ a5 /= Vo = 77— V3 = +—
(vl V12 +22412 V6 V3 V6 [[val [ vsll

(Dpto. de Matematicas-UniOvi) Computacion Numérica Sistemas lineales 52 /59



Descomposicion en valores singulares (SVD) Diagonalizacion

Base normalizada
Ahora si A= PDP’

L N 1 2
110 ve v s 300 Ve 8 &
1 21 |= 2, _1 010 L S
0 1 1 3 V3 000 V2 V2
L . B T
Ve V2 o V3 V3 V3 V3
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Descomposicién en valores singulares (SVD)

Factorizacion SVD

Cualquier matriz rectangular A € M. n(R) puede ser descompuesta de
forma Unica

A=UzV'
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Descomposicién en valores singulares (SVD)

Factorizacion SVD

Cualquier matriz rectangular A € M. n(R) puede ser descompuesta de
forma Unica

A=UzV'

@ U € Mpxm(R) sus columnas son los autovectores de AAT

AAT = UsVT (UsVT) = UsVTVSTUT = UssTHUT
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Descomposicién en valores singulares (SVD)

Factorizacion SVD

Cualquier matriz rectangular A € M. n(R) puede ser descompuesta de
forma Unica

A=UzV'

@ U € Mpxm(R) sus columnas son los autovectores de AAT

AAT = UsVT (UsVT) = UsVTVSTUT = UssTHUT

@ V € M,.,(R) sus columnas son los autovectores de A’ A

ATA = (UsVT) UsVT = vETUTUS VT = V(ETs)VT
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Descomposicién en valores singulares (SVD)

Factorizacion SVD

Cualquier matriz rectangular A € M. n(R) puede ser descompuesta de
forma Unica

A=UzV'

@ U € Mpxm(R) sus columnas son los autovectores de AAT

AAT = UsVT (UsVT) = UsVTVSTUT = UssT)UT

@ V € M,.,(R) sus columnas son los autovectores de A’ A
ATA = (UsVT) UsVT = vETUTUS VT = V(ETs)VT

@ Y € Mpyn(R) los elementos de su diagonal son no negativos y se
llaman Valores Singulares y son las raices de los autovalores de Uy V
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Descomposicion en valores singulares (SVD) D p

Descomposicion

on en valores si
! 1 1
e 0 4
2 2
0 0 V2 v2 V2o usv’
1 1
1 0 0 B B
— 2 2
V2
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Descomposicion
1 1 ; ;
2 2 — ——
1 V2 V2 0 7 7 .
A= -1 1 = 0 0 0 V2 =Uxv
1 ) | 0 0 L
— — 2 2
7 7 V2 V2
Calculo de U
1, X L T
V2 V2 4 0 0 V2 V2
AAT = 0o 1 0 0 2 o) 0 0 =uyEsHu’
R T B LA
V2 V2 V2 V2
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Descomposicion en valores singulares (SVD) D posicion en valores sil

Descomposicion

1 1
— 0 —-— 1 1
V2 V2 0 — ——
1 1
A= -1 1 )= o 1 o0 0 V2 R BV
T 1 1 0 0 hl *
% ° 5 V2 o V2
Calculo de U
4 _1 1, L
V2 V2 4 0 0 V2 V2
AAT = 0 1 0 (o 2 o) 0 10 =uyEsHu’
1, A U T
V2 V2 V2 V2
Calculo de V
L L
T | V2 V2 4 0 V2 ooov2 | rr
ATA= 0 (0 2) R =Vv(E5)v
V2 V2 NIV
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Descomposicion en valores singulares (SVD) D

ion en valores si

Interpretacion geométrica

Ejemplo

- _( —cos(¢) sin(¢) g
A=UzVT = ( sin() c<l>s(¢) > < 1

s
0:7,0'122,02:

conz;S:g, 7

0

1

2

o ) (om0 cont))
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Interpretacion geométrica

Ejemplo

A UsVT — ( —cos(¢) sin(¢) > < o1 0 ) < —cos(f) sin(0) >

sin(¢)  cos(¢) 0 o2 sin(9) cos(f)
con = %,0= 7,1 :2,02:%

A es una transformacion lineal

A = Ux VT estd compuesta de:
@ Un giro VT (conserva longitudes y angulos)
@ Un escalamiento a los largo de los ejes &
@ Otro giro U
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Interpretacion geométrica

Interpretacion del dibujo
@ El circulo verde es el circulo unidad en el plano
@ La elipse azul es la imagen de este circulo tras la transformacion por A

@ v; y o son las columnas de V (base ortogonal) y estan rotadas 45°
respecto a los ejes

@ uy y U son las columnas de U (base ortogonal) y estan rotadas 30°
respecto a los ejes

A transforma

Vi — o1y
Vo — ooU>
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Interpretacion geométrica

\F
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Descomposicion en valores singulares (SVD) D

Aplicaciones SVD

posicion en valores sil

SVD provee de valores significativos para una matriz, como los autovalores
pero computacionalmente mas interesantes. Por ello es Util casi en cualquier
disciplina que use matrices como

@ Analisis de Imagenes
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Descomposicion en valores singulares (SVD) D

Aplicaciones SVD

posicion en valores sil

SVD provee de valores significativos para una matriz, como los autovalores

pero computacionalmente mas interesantes. Por ello es Util casi en cualquier
disciplina que use matrices como

@ Analisis de Imagenes
@ Estadistica
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Descomposicion en valores singulares (SVD) D

Aplicaciones SVD

posicion en valores sil

SVD provee de valores significativos para una matriz, como los autovalores

pero computacionalmente mas interesantes. Por ello es Util casi en cualquier
disciplina que use matrices como

@ Analisis de Imagenes
@ Estadistica
@ Problemas inversos
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Aplicaciones SVD

SVD provee de valores significativos para una matriz, como los autovalores
pero computacionalmente mas interesantes. Por ello es Util casi en cualquier
disciplina que use matrices como

@ Analisis de Imagenes

@ Estadistica

@ Problemas inversos

@ Prediccion del tiempo meteoroldgico
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Aplicaciones SVD

SVD provee de valores significativos para una matriz, como los autovalores
pero computacionalmente mas interesantes. Por ello es Util casi en cualquier
disciplina que use matrices como

@ Analisis de Imagenes

@ Estadistica

@ Problemas inversos

@ Prediccion del tiempo meteoroldgico

@ Reconocimiento de formas (Pattern recognition)
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Aplicaciones SVD

SVD provee de valores significativos para una matriz, como los autovalores
pero computacionalmente mas interesantes. Por ello es Util casi en cualquier
disciplina que use matrices como

@ Analisis de Imagenes

@ Estadistica

Problemas inversos

Prediccién del tiempo meteorologico
Reconocimiento de formas (Pattern recognition)

Indexacion Semantica Latente (Latent Semantic Indexing)

Wikipedia: es un método de indexacion y recuperacion que utiliza un
método numeérico llamado descomposicion en valores singulares (SVD
por sus siglas en inglés) para identificar patrones en las relaciones entre
los términos contenidos en una coleccion de textos no estructurados.

(Dpto. de Matematicas-UniOvi) Computacion Numérica Sistemas lineales 59 /59



Aplicaciones SVD

SVD provee de valores significativos para una matriz, como los autovalores
pero computacionalmente mas interesantes. Por ello es Util casi en cualquier
disciplina que use matrices como

@ Analisis de Imagenes

@ Estadistica

Problemas inversos

Prediccién del tiempo meteorologico
Reconocimiento de formas (Pattern recognition)

Indexacion Semantica Latente (Latent Semantic Indexing)

Wikipedia: es un método de indexacion y recuperacion que utiliza un
método numeérico llamado descomposicion en valores singulares (SVD
por sus siglas en inglés) para identificar patrones en las relaciones entre
los términos contenidos en una coleccion de textos no estructurados.

@ Anadlisis de la expresion de los genes
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Aplicaciones SVD

SVD provee de valores significativos para una matriz, como los autovalores
pero computacionalmente mas interesantes. Por ello es Util casi en cualquier
disciplina que use matrices como

@ Analisis de Imagenes

@ Estadistica

Problemas inversos

Prediccién del tiempo meteorologico
Reconocimiento de formas (Pattern recognition)

Indexacion Semantica Latente (Latent Semantic Indexing)

Wikipedia: es un método de indexacion y recuperacion que utiliza un
método numeérico llamado descomposicion en valores singulares (SVD
por sus siglas en inglés) para identificar patrones en las relaciones entre
los términos contenidos en una coleccion de textos no estructurados.

@ Anadlisis de la expresion de los genes

@ |dentificacion de proteinas
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Aplicaciones SVD

SVD provee de valores significativos para una matriz, como los autovalores
pero computacionalmente mas interesantes. Por ello es Util casi en cualquier
disciplina que use matrices como

@ Analisis de Imagenes

@ Estadistica

Problemas inversos

Prediccién del tiempo meteorologico
Reconocimiento de formas (Pattern recognition)

Indexacién Semantica Latente (Latent Semantic Indexing)

Wikipedia: es un método de indexacion y recuperacion que utiliza un
método numeérico llamado descomposicion en valores singulares (SVD
por sus siglas en inglés) para identificar patrones en las relaciones entre
los términos contenidos en una coleccion de textos no estructurados.

@ Andlisis de la expresion de los genes

@ |dentificacion de proteinas

° ..
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