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El Desarrollo en Serie de Fourier

1. Objetivos

En esta préctica de laboratorio nos centraremos en el desarrollo en serie de Fourier tan-
to desde el punto de vista teérico como desde el punto de vista préctico. En primer lugar,
realizaremos una implementacion bésica de las ecuaciones de sintesis y de analisis, y se ana-
lizardn de manera numérica algunos desarrollos representativos. En segundo lugar, estu-
diaremos el andlisis (simplificado) del principio de funcionamiento de un multiplicador de
frecuencia, el cual es un componente habitual en muchos sistemas de radiofrecuencia.

2. Implementacién basica de un Desarrollo en Serie de Fourier

En primer lugar debemos recordar que el desarrollo en serie de Fourier viene definido
por sus ecuaciones de analisis y sintesis como:

o0
a(m) = XL fo(z)e im0y fo(x) = Z a(m)elmeor
0 J(Xo) m=—o00

La implementacién para llevar a cabo estas ecuaciones esta esbozada en los Algoritmos
1 y 2. Deben tenerse en cuenta varias observaciones a la hora de implementar y entender
como funcionan estas implementaciones. En relacién a la ecuacién de anélisis (Algoritmo 1),
se debe considerar un vector de puntos de evaluaciéon x que cubra un tnico periodo fun-
damental. Ademas, la sefial de entrada f(x) ya no estd definida por una anonymous function
como en practicas anteriores sino por un vector con sus valores en los puntos descritos en
x!. Finalmente, observe que esta rutina siempre proporciona los coeficientes para un rango
simétrico desde un valor -N a N, siendo N definida por el usuario.

En relacién a la ecuacion de sintesis (Algoritmo 2), el vector de coeficientes a debe estar
definido en un intervalo simétrico desde —N a N. Por tanto, numéricamente se trabajard con
un desarrollo en serie de Fourier truncado. En este caso, no existen restricciones sobre los
puntos de observacion x.

'Realmente se podria hacer también una rutina basada en anonymous functions pero se prefiere esta forma
para facilitar la segunda parte de esta préctica.
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En esta sesion, con el objetivo de evitar errores numéricos, se recomienda emplear 1001
puntos por periodo, los cuales permiten modelar de manera precisa las sefiales aqui
consideradas. No obstante, tenga en cuenta que este valor no es 6ptimo y que no es
valido para cualquier sefial.

@@ g9 o

input : Vector x con los valores x en los cuales f(z) ha sido evaluada. Su longitud
debe ser un periodo fundamental.

input : Vector £0 con los valores de la funcién evaluada en x.

input : Orden del méximo coeficiente de Fourier N.

output: Vector a con los coeficientes desde —IN a N. Por tanto, la longitud del vector

serd 2N + 1.
X0 ¢+ x (end) -x (1) %$Periodo fundamental;
x1i0 < % $Pulsacidén angular;
Inicializa a con ceros %$a = zeros(l, 2xN+1);

for mdesde —N a N do

$Indice ind para acceder a a de modo que el coeficiente
para m=—N estd en primera posicidén (1) y el coeficiente
correspondiente a m=N estd en la uUltima posicidén (2N +1)

ind«<~m+N+1;

integrand <« %Ofo(x)e_jmfoz;

a (ind) < Valor dela integral de trapz (x, integrand);

end

Algoritmo 1: Pseudocédigo para la ecuacion de andlisis.

SN U B W N =

input : Vector a con los coeficientes del DSF. Los coeficientes deben estar en un
rango simétrico desde —N a N

input : X0 periodo fundamental de la sefial.

input : Vector x con los valores x donde fy(z) serd evaluada. La longitud sera de un
periodo fundamental.

output: Vector £ con los valores de fy(z) evaluada en x

N <+ (length(a)-1)/2 $Coeficiente méximo;
x10 % %$Pulsacidén angular;
Inicializa £0 con ceros %$f0 = zeros(l, length(x));
for mdesde —N a N do

‘ f0 + 0 + a(m)ei™mé0T;
end

Algoritmo 2: Pseudoc6digo para la ecuacion de sintesis.
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fo(z) = sin(&ox) go(z) = F (fo(z)) qo(7) = K sin(3&x + )
V VUV V Vg Sistema YW Yy h(z) WVUYYY VTV U YT
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Figura 1: Principio de funcionamiento de un multiplicador.

1. Implemente las ecuaciones de analisis y sintesis siguiendo el formato definido en
los Algoritmos 1y 2.

2. Calcule numéricamente el DSF de la sefial fo(z) = Ho1(z) = > or  I(z —3n)y
compare el resultado con el tedrico.

3. A partir del DSF del apartado anterior, recupere (numéricamente) la sefal fo(z).
¢Qué diferencias observa? ;A qué son debidas estas diferencias? Experimente para
N =5y N =25.

4. Calcule el DSF de fy(x) definida en un periodo fundamental X, como fy(z) =
e~?/Xo 2 €0, X) para Xy = 2 y compare el resultado con el analitico.

3. [Ejemplo de andlisis de un sistema mediante el Desarrollo en Se-
rie de Fourier

A menudo no es posible generar de manera directa sefiales sinusoidales a muy alta fre-
cuencia. En este problema se presentan los rudimentos para generar una sefial de cierta fre-
cuencia usando como punto de partida una sefial sinusoidal de més baja frecuencia.

3.1. Principio de funcionamiento

Una estrategia para tal fin es utilizar dos sistemas concatenados como se muestra en la
figura 1. El primero de ellos es un sistema no lineal sin memoria (p.ej., un diodo) . De este
modo, la sefial seguira siendo periédica pero ya no serd un tono puro y, como cualquier sefial
periddica, se podrd descomponer como una suma infinita de senos y cosenos.

El segundo sistema si es un sistema lineal e invariante, que acttia a modo de filtro cuyos
coeficientes H(n) = H(n&p) son nulos excepto a la frecuencia de interés. De este modo, a la
salida del sistema se tienen tan s6lo componentes a la frecuencia deseada.

3.2. Andlisis del sistema

A continuacién se proponen una serie de tareas para analizar este tipo de dispositivos.
Para ello, supondremos que la relacién entre la entrada y la salida del sistema no lineal viene

—3—
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dada por:

A f(z) > A
glx)y=<¢-A f(z)<-A ,
f(z) en cualquier otro caso

sistema que puede implementarse facilmente con el siguiente cédigo:

1 function g = non_linear_system(f, A)

2 g = f; %Valor por defecto salvo que se sobreescriba despues.
3

4 ind = f>A; $%Indices en los cuales f es mayor que A

5 g(ind)= A;

6

7 ind = f£<-A; %Indices en los cuales f es menor que -A

8§ g(ind) = -A;

Observe que si el pardmetro A del sistema es cero, la sefial a la salida sera nula. Si por el
contrario, el pardmetro A es muy grande (mayor que la amplitud de la senoide de entrada),
la sefial a la salida go () seguird siendo una senoide y, por tanto, la sefial final go(x) no tendra
términos a la frecuencia deseada y serd, por tanto, nula. Es de esperar por tanto, que exista
al menos un punto de trabajo 6ptimo (es decir, donde la potencia de la sefial de salida sea
maxima) en algtn valor intermedio de A.

Suponiendo que fo(x) = Csin (§ox) con {§ = 2r y C' = 1, y utilizando un vector de

puntos para z € |

Xo Xo

—=2, %) con 1001 puntos, realice las siguientes tareas:

1.

Dibuje las sefiales fo(z) y go(z) para diferentes valores de A (p. €j., 0, 0,25C, 0,75C,
Cy1,250).

Calcule numéricamente la potencia media de las senales fy(z) y go(z) para diferen-
tes valores de A.

Calcule y compare los DSFs de la sefial fo(z) y go(z) para diferentes valores de A.

Calcule nuevamente las potencias medias a partir de los coeficientes del DSF (se
recomienda usar N > 15).

Suponiendo que se desea que la sefal final, tras el filtrado, sea a una frecuencia
3&o, dibuje la relacién de potencias, habitualmente denominada eficiencia de potencia,
entre las sefiales a la entrada, fy(z), y salida final, go(z), en el rango A € [0, C]. Para
ello, calcule numéricamente la relacién de potencias para varios puntos A. ;Cudl es
el punto 6ptimo de trabajo?

Para A = 0,5, dibuje las sefiales a la entrada, fo(z), y salida final, go(z). Ademas de
la diferente frecuencia, ;qué otras diferencias observa?




