
Práctica 7

Caminos y cadenas de menor valor

En la primera práctica hemos dado los primeros pasos en MatLab en lo que a la Teoŕıa de Grafos
se refiere. En particular, hemos visto cómo definir grafos, añadir y/o modificar arcos y/o vértices,
cómo hacer representaciones gráficas y cómo analizar la conexión. En esta práctica vamos a ver
cómo utilizar MatLab para resolver el problema de la ruta más corta.

Recordemos la formulación del problema de la ruta más corta: comenzamos con una red R =
(V,A, p) conexa, es decir, un grafo conexo con vértices V y arcos A, además de un vector de pesos
p que asigna a cada arco e un peso pe, de manera que todo vértice es alcanzable desde cualquier otro
vértice. El objetivo es, dado un par de vértices i y j, encontrar el camino/cadena que va desde i a
j de manera que tenga asignado un menor valor: si el camino está formado por los arcos e1, . . . , ek,
se trata de minimizar el valor del camino pe1 + . . .+ pek . Como hemos visto en las clases de teoŕıa,
hay varios algoritmos que nos permiten resolver este problema:

Si todos los pesos son no negativos, el mejor algoritmo es el de Dijkstra.

Si hay algún peso negativo, el problema tendrá solución si no hay ciclos de valor negativo. En
tal caso hemos de utilizar el algoritmo de Floyd.

Hemos de notar que si el grafo es no orientado, el CMV existe solamente si los pesos son no-negativos.
Por lo tanto, en tal caso se utilizaŕıa el algoritmo de Dijkstra.

A continuación pasamos a explicar cómo resolver el problema de la ruta más corta utilizando MatLab.

7.1. Resolución con MatLab

7.1.1. El comando shortestpath

Partimos de un grafo G que podemos definir como hemos visto en la primera práctica. Este grafo
tiene asociado un vector de pesos que asigna un valor a cada arco/arista. La orden con la que
MatLab nos permite resolver el problema del CMV es shortestpath. En esta orden hemos de
especificar tres valores: el nombre que le hemos dado al grafo y dos vectores, s y t, de manera que
obtendremos el CMV desde el vértice s(i) hasta el vértice t(i).
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>> shortestpath(G,s,t)

Por pantalla nos saldrá los vértices que forman el camino de menor valor buscado.

Ejemplo 7.1. Consideremos el grafo representado gráficamente en la Figura 7.1. En este grafo, que
tiene seis vértices y diez arcos, nos interesa encontrar un camino de menor valor desde el primer
vértice hasta el vértice 6.
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Figura 7.1: Grafo orientado con pesos.

Para definir el grafo, podemos utilizar las siguientes instrucciones:

>> s=[1 1 2 3 3 4 4 5 6 6];

>> t=[2 4 3 1 4 5 6 2 3 5];

>> peso=[1 7 2 3 2 12 4 3 10 5];

>> G=digraph(s,t,peso)

G =

digraph with properties:

Edges: [10x2 table]

Nodes: [6x0 table]

El grafo definido lo podemos representar gráficamente, incluyendo los pesos, mediante la expresiónn
que hemos visto en la primera práctica:

>> h=plot(G,‘Layout’,‘layered’)

>> labeledge(h,1:numedges(G),peso)

De este manera obtenemos la representación gráfica de la Figura 7.2.

A continuación, resolvemos el problema del CMV:

>> CMV=shortestpath(G,1,6)
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Figura 7.2: representación gráfica de MatLab del grafo definido en la Figura 7.1.

CMV =

1 2 3 4 6

El CMV por tanto es 1 −→ 2 −→ 3 −→ 4 −→ 6, con un valor de 1 + 2 + 2 + 4 = 9. En la
Figura 7.3 tenemos la representación gráfica del CMV entre los vértices solicitados realizada por
MatLab utilianzando las siguientes instrucciones:

>> highlight(h,CMV,’EdgeColor’,’r’)

Utilizando la representación inicial de la Figura 7.1, el camino de menor valor lo hemos representado
en la Figura 7.4.

Como hemos comentado, si el grafo G es no orientado, el CMV existirá si los pesos tienen valores
no negativos. En caso de que utilicemos el comando shortestpath con un grafo no orientado con
pesos negativos, obtendremos el siguiente error:

Error using graph/shortestpath

Graph edge weights must be nonnegative

En dicho mensaje, ya nos advierten de que no es posible utilizar el comando shortestpath al haber
aristas de valor negativo.

De la misma manera, si el grafo es orientado y hay pesos negativos, el CMV existirá si no hay ciclos
de valor negativo. En caso de que śı haya ciclos de valor negativo, MatLab también nos daŕıa un
mensaje de error advirtiendo del ciclo de valor negativo.

Ejemplo 7.2. Consideremos el grafo definido en la Figura 7.5. Dicho grafo lo podemos definir de
la siguiente manera:
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Figura 7.3: representación gráfica de MatLab del grafo definido en la Figura 7.1 con el camino de
menor valor (dibujado en rojo).
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Figura 7.4: Grafo orientado con pesos.
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Figura 7.5: Grafo orientado con un ciclo de valor negativo.

>> A=[0 1 0;0 0 1;-3 0 0];

>> G=digraph(A)

G =

digraph with properties:
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Edges: [3x2 table]

Nodes: [3x0 table]

Ahora, si queremos calcular un CMV desde el vértice 1 al vértice 3, obtenemos la siguiente salida:

>> shortestpath(G,1,3)

Error using digraph/shortestpath

Shortestpath distance undefined because the graph contains a negative cycle of

length -1 (nodes 1 2 3 1).

Inmediatamente, MatLab identifica un ciclo de valor negativo: 1 −→ 2 −→ 3 −→ 1, con un valor
de 1 + 1− 3 = −1. Por lo tanto, no existe dicho CMV.

Si el grafo introducido no es conexo, MatLab calcula el CMV siempre que los dos vértices introdu-
cidos están en la misma componente conexa.

7.1.2. Opciones del comando shortestpath

El comando shortestpath tiene algunas opciones muy interesantes. A continuación pasamos a
detallarlas:

a) Longitud del CMV. Además de obtener como salida del comando shortestpath el CMV,
también podemos solicitar la longitud de dicho camino. Para ello simplemente hemos utilizar
las siguientes instrucciones:

>> [CMV,d]=shortestpath(G,s,t)

Bajo el nombre de CMV guardará un vector con los vértices que forman el CMV. Además, con
el nombre d almacenará la longitud de dicho camino, que no es más que la longitud de CMV

menos uno.

b) Comando shortestpath por defecto. El comando shortestpath tiene algunas opciones
adiccionales. Por defecto, si solamente lo utilizamos como hemos explicado en el aparta-
do 7.1.1, ocurrirá lo siguiente:

a) Si los pesos son positivos, utilizará el algoritmo de Dijkstra.

b) Si hay pesos negativos, utilizará el algoritmo de Bellman-Ford. Evidentemente, este caso
solamente se puede utilizar para grafos no orientados.

c) Algoritmo de Dijkstra. Si queremos utilizar el algoritmo de Dijkstra, tendremos que utilizar
el comando shortestpath con las siguientes opciones:

>> shortestpath(G,s,t,‘Method’,‘positive’)
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De esta manera forzamos a MatLab a que utilice dicho algoritmo. Ahora bien, hemos de
tener en cuenta que dicho algoritmo solamente funciona cuando los pesos son no negativos.
Si forzamos a MatLab a utilizar el algoritmo de Dijkstra en un grafo con pesos negativos, nos
dará el siguiente error:

Error using digraph/shortestpath

Method value can be ‘positive’ only if all edge weights are nonnegative.

d) Algoritmo de Bellman-Ford. Al igual que en el apartado anterior, también podemos forzar
a MatLab a que utilice el algoritmo de Bellmand-Ford. En tal caso, la instrucción a utilizar
seŕıa:

>> shortestpath(G,s,t,‘Method’,‘mixed’)

Esta opción la podremos utilizar siempre que el grafo sea orientado. Sin embargo, en el caso en
que los pesos sean no negativos, ya sabemos que el algoritmo de Dijkstra seŕıa más eficiente.

e) Grafos aćıclicos. Para grafos aćıclicos, hay un algoritmo más eficiente que los de Dijkstra y
Bellman-Ford. Para utilizar este algoritmo, utilizaremos el comando:

>> shortestpath(G,s,t,‘Method’,‘acyclic’)

Recordemos que, como vimos en la primera práctica, el comando isdag nos permite saber si
un grafo es aćıclico. Por lo tanto, lo correcto seŕıa primero ver si el grafo es aćıclico con la
instrucción isdag y, en caso de que aśı sea, utilizar este método que será más eficiente que
la opción que viene por defecto.

7.1.3. Problema de la ruta más corta

Si en un grafo lo que buscamos es simplemente el camino más corto entre dos vértices, en el sentido
de tener que utilizar el menor número posible de arcos, tenemos dos opciones:

a) La primera opción es asignar pesos igual a 1 a todos los vértices. De esta manera, el valor del
camino será justamente el número de arcos utilizados.

b) Otra opción seŕıa utilizar el comando shortestpath indicando como método la opción
unweighted:

>> shortestpath(G,s,t,‘Method’,‘unweighted’)
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7.2. Ejemplo ilustrativo

Consideraremos el siguiente ejemplo descrito en Flows in Transportation Networks, R.B.Potts y
R.M.Oliver, Mathematics in Science and Engineering: la bah́ıa de San Francisco (EEUU) está for-
mada por varios núcleos de población importantes:

Núcleo urbano Identificador

San Francisco 1
Marin 2
Sonoma 3
Napa 4
Solano 5
Contra Costra 6
Alameda 7
Santa Clara 8
San Mateo 9

En la Figura 7.6 tenemos representada la Bah́ıa de San Francisco de manera esquemática. Los
vértices del 1 al 9 representan los núcleos de población antes comentados, mientras que los vértices
del 10 al 24 representan núcleos pequeños, cruces y puentes que conectan unas zonas con otras.
Además, los pesos asociados a las aristas son los tiempos que un veh́ıculo tarda en recorrer esa
arista.

A continuación, vamos a analizar los caminos de menor valor desde San Francisco a cada uno de
los otros ocho núcleos principales. Antes de nada, vamos a definir con MatLab el grafo:

>> s=[1 1 1 2 3 4 5 6 6 7 8 9 10 10 11 11 12 13 14 14 15 16 17 18 19 20 21 22

22 23];

>> t=[10 11 12 13 15 16 17 18 19 21 23 24 11 24 12 20 13 14 15 19 16 17 18 19

20 21 22 23 24 24];

>> peso=[5 12 13 5 5 5 5 15 15 13 10 8 12 10 5 15 8 5 27 27 42 10 24 5 4 4 11

21 19 25];

>> G=graph(s,t,peso)

G =

graph with properties:

Edges: [30x2 table]

Node: [24x0 table]

En esta ocasión, el grafo definido es no orientado, por lo que usamos el comando graph. En la
Figura 7.7 tenemos la representación gráfica proporcionada con MatLab tras el uso de la instrucción
graph:

>> h=graph(G)
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A continuación, vamos a calcular los CMV desde San Francisco (vértice 1) hasta cada uno de los
otro ochos núcleos urbanos principales:

>> P2=shortestpath(G,1,2)

P2 =

1 12 13 2

>> highlight(h,P,‘EdgeColor’,‘r’,‘LineWidth’,1.5)

La representación gráfica del CMV desde San Francisco (vértice 1) hasta Marin (vértice 2) la po-
demos ver en la Figura 7.8. De la misma manera, podemos calcular los CMVs desde San Fran-
cisco a cada uno de los otros vértices. El resultado final lo hemos resumido en la siguiente tabla:

Longitud Distancia
Desde Hasta CMV del camino (en min)

San Francisco Marin 1↔ 12↔ 13↔ 2 3 26
San Francisco Sonoma 1↔ 12↔ 13↔ 14↔ 15↔ 3 5 58
San Francisco Napa 1↔ 11↔ 20↔ 19↔ 18↔ 17↔ 16↔ 4 7 75
San Francisco Solano 1↔ 11↔ 20↔ 19↔ 18↔ 17↔ 5 6 65
San Francisco Contra Costra 1↔ 11↔ 20↔ 19↔ 6 4 46
San Francisco Alameda 1↔ 11↔ 20↔ 21↔ 7 4 44
San Francisco Santa Clara 1↔ 10↔ 24↔ 23↔ 8 4 50
San Francisco San Mateo 1↔ 10↔ 24↔ 9 3 23
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Figura 7.6: representación de la Bah́ıa de San Francisco mediante un grafo.
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Figura 7.7: representación gráfica de MatLab del grafo asociado a la Bah́ıa de San Francisco.

Figura 7.8: representación gráfica de MatLab del grafo asociado a la Bah́ıa de San Francisco con el
CMV entre San Francisco y Marin.
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