Practica b

Teoria de Grafos con MatlLab

En esta primera practica vamos a explicar como dar los primeros pasos en la Teoria de Grafos
utilizando el programa MatLab. Para ello comenzaremos explicando cémo se pueden definir grafos,
hacer sus representaciones graficas y solicitar informacidn relevante sobre los vértices. A continuacién
estudiaremos el problema de la conexién en grafos tanto orientados como no orientados.

5.1. Primeros pasos con MatLab

5.1.1. Definir grafos

Comencemos explicando como podemos definir un grafo. MatLab nos permite definir grafos de dos
maneras, de forma matricial y de forma vectorial. A continuacién explicamos como hacerlo en cada
uno de los casos.

Definir un grafo de forma matricial

Comenzamos definiendo una matriz cuadrada A, de manera que su dimensidn coincida con el ndmero
de vértices del grafo. Si queremos definir simplemente un grafo y no una red, la matriz A es
justamente la matriz de adyacencia asociada al grafo, de manera que para cada par de vértices i, j:

0 sit— 7.
1 siiA— .

Ahora bien, si queremos definir una red, esto es, un grafo de manera que cada arco tenga asignado
un valor numérico, la matriz A serd la matriz de adyacencia con pesos. Esto significa que el valor a;;
sera 0, si el arco i@ — j no existe, y tomara un valor real no nulo, si el arco existe y tiene asignado
dicho peso.
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Una vez definida la matriz de adyacencia con pesos, tenemos que tener en cuenta si el grafo es
orientado o no orientado. En el caso de grafos orientados, utilizaremos la instruccién:

>> G=digraph(A)



Por otra parte, si el grafo es no orientado, la matriz de incidencia A debera de ser simétrica (aij =
aj;). En este caso, utizaremos la instruccién:

>> G=graph(A)

Si la matriz introducida es no simétrica y utilizamos la instruccién graph, MatLab dard un error,
indicando que para construir un grafo no orientado es necesario utilizar una matriz simétrica.

Ejemplo 5.1. Consideremos el grafo orientado G y su grafo no orientado asociado que denotaremos
por I, definidos en la Figura 5.1. Como podemos ver, cada arco tiene asociado un peso. En el caso
de los arcos 2 — 3 y 3 — 2, ambos tienen asociado el mismo peso 2.
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Figura 5.1: Grafo orientado G (izquierda) y su grafo no orientado asociado (derecha), denotado por
F'. Para el grafo orientado, el peso de los arcos 2 — 3y 3 — 2 es en ambos casos de 2.

Las matrices de adyacencia con pesos de estos grafos, que denotaremos por A, y As, vienen dadas
por:

02300 02300
00210 20210
Ai;=10 2 0 0 0 A, =13 2 0 0 0
000O0O0 01000
000O0O0 00 00O

Como podemos observar, la matriz A,, al estar asociada a un grafo no orientado, es simétrica. Para

introducirlas en MatLab, usamos las siguientes drdenes:

>> A1=[0 23 00;00210;02000;00000;00000];
02300;20210;32000;01000;00000]

)

3

)

Una vez introducidas las matrices de incidencia con pesos, podemos definir los grafos orientados y
no orientados, respectivamente, mediante:

>> G=digraph(A1l)
G=

digraph with properties:
Edges: [5x2 table]

Nodes: [5x0 tablel
>> G=graph(A2)



graph with properties:

Edges: [4x2 table]
Nodes: [5x0 table]

Como vemos, la salida nos informa de que el grafo orientado G tiene 5 arcos y 5 nodos, mientras
que el grafo no orientado F' sigue teniendo 5 vértices pero solamente 4 aristas (los arcos 2 — 3 y
3 — 2 dan lugar a la misma arista).

A la hora de definir un grafo, podemos estar interesados en dar un nombre a cada uno de los
vértices. Por ejemplo, si cada vértice representa una ciudad, una localizacién, ... Para introducir
dichos nombre, simplemente necesitamos definir un vector de caracteres que contenga los nombres
de cada vértice. Por supuesto, el tamafo del vector deberd de coincidir con el nimero de vértices
del grafo. Para un grafo con tres nodos la instruccién seria:

>> Nodos={‘Nodo 1’, ‘Nodo 2’, ‘Nodo 3’};
>> G=digraph(A,Nodos)

En el caso de un grafo no orientado, simplemente sustituiriamos la instrucién digraph por la
instruccién graph.

Una vez definido el grafo, podemos solicitar por pantalla la informacion referida a los vértices, a los
arcos/aristas o a los pesos mediante las instrucciones:

>> G.Nodes
>> G.Edges
>> G.Edges.Weight

Ejemplo 5.2. Continuando con el Ejemplo 5.1, cada nodo hace referencia a un aeropuerto, mientras
que los arcos hacen referencia a conexiones entre aeropuertos, y su peso seria el tiempo de vuelo.
En el caso del grafo F' no orientado, cada arista haria referencia a la presencia de una conexion
entre ambos aeropuertos y en ambas direcciones, mientras que para el grafo G orientado cada arco
1 — j hace referencia a la existencia de un vuelo desde el aeropuerto i hasta el aeropuerto j. En
este caso, podriamos introducir esta informacion de la siguiente manera:

>> A1=[02300;00210;02000;00000;00000];
>> Nodos={‘Aeropuerto 1’, ‘Aeropuerto 2’, ‘Aeropuerto 37,
‘Aeropuerto 4’, ‘Aeropuerto 5’};

>> G=digraph(A1l,Nodos)

G

digraph with properties:

Edges: [5x2 table]
Nodes: [5x0 table]



>> G.Nodes

‘Aeropuerto 1’

‘Aeropuerto 2’

‘Aeropuerto 3’

‘Aeropuerto 4’

‘Aeropuerto 5’
>> G.Edges

ans=

EndNodes

‘Aeropuerto 1’
‘Aeropuerto 1’
‘Aeropuerto 2’
‘Aeropuerto 2’
‘Aeropuerto 3’

De esta manera disponemos de la informacion relativa tanto a los nodos como a los arcos. Analo-

‘Aeropuerto
‘Aeropuerto
‘Aeropuerto
‘Aeropuerto
‘Aeropuerto

2)
3)
3)
4)
2)

gamente podemos proceder con el grafo no orientado F'.

Definir un grafo a través de los arcos

Para definir grafos usando arcos/aristas, distinguiremos una vez mas entre grafos orientados y no

orientados:

a) Grafos orientados: En este caso, definimos dos vectores, un vector s y un vector ¢, ambos
con tamafio igual a m (el ndmero de arcos en el grafo), de manera que s(i) y t(¢) indican
los vértices inicial y final del i-ésimo arco, respectivamente. A continuacién, definimos el grafo

utilizando la siguiente instruccion:

>> G=digraph(s,t)

Ademds, si queremos afiadir pesos a los arcos, podemos definir un vector peso de manera que
en la posicién ¢ asigna el peso del arco s(i) — t(i). La instruccién a utilizar seria en este

Caso:

>> G=digraph(s,t,peso)



b) Grafos no orientados: En este caso, volvemos a definir dos vectores s y ¢, ambos con
tamanos igual a m (el nimero de aristas), de manera que s(i) y t(7) indican los vértices inicial
y final de la i-ésima arista. En este caso, el orden en el que pongamos los vértices inicial y final
es indiferente y solamente lo introduciremos una vez (por ejemplo, la arista 1 — 2 se puede
introducir como 1 — 2 0 2 — 1, pero solamente se introducira en una ocasién). La orden que
debemos utilizar es:

>> G=graph(s,t)

Al igual que en el caso de grafos orientados, si queremos anadir pesos, utilizariamos la ins-
truccion:

>> G=graph(s,t,peso)

Ejemplo 5.3. Continuemos con los grafos G y F del Ejemplo 5.1 definidos en la Figura 5.1. Si
queremos definir el grafo G utilizando los arcos, debemos definir los vectores s, t y peso de manera
que la componente i-ésima contenga los Vvértices inicial y final del arco i-ésimo y el peso de dicho
arco:

>> s=[112 2 3];
>> t=[2 3 3 4 2];
>> peso=[2 3 2 1 2];

Con el orden introducido, estariamos diciendo que el primer arco es 1 — 2 con un peso de 2, el
segundo arco 1 — 3 con un peso de 3 y asi sucesivamente. Por dltimo, definiriamos el grafo G
mediante la expresion:

>> G=digraph(s,t,peso)
G
digraph with properties:

Edges: [4x2 table]
Nodes: [5x0 table]

En el caso del grafo no orientado F', hemos de introducir en los vectores s y t los vértices de cada
arista. Una posibilidad para hacerlo seria la siguiente:

>> s=[11 2 2];
>> t=[2 3 3 4];
>> peso=[2 3 2 1];

Y definimos el grafo no orientado mediante:



>> F=graph(s,t,peso)
F
graph with properties:

Edges: [4x2 table]
Nodes: [4x0 table]

Al igual que hicimos en el caso de grafos definidos a través de la matriz de incidencia con pesos,
cuando definimos el grafo a través de los arcos también podemos asignar nombres a los vértices. En
este caso, debemos introducir los vectores s y t que definen los arcos/aristas del grafo, a continuacién
un vector de pesos y un ultimo vector de caracteres con los nombres de los vértices. En el caso de
un grafo orientado con 3 vértices, la expresidn seria:

>> Nodos={‘Nodo 1’,‘Nodo 2’, ‘Nodo 3°’};
>> G=digraph(s,t,peso,Nodos)

En el caso de grafos no orientados, simplemente sustituiriamos la instruccién digraph por graph. Al
igual que hicimos anteriormente, una vez definido el grafo podemos utilizar los comandos G.Nodes
y G.Edges para obtener por pantalla la informacién sobre los vértices y los arcos/aristas, respecti-
vamente.

Hemos visto cémo definir grafos usando o bien la matriz de incidencia o bien los arcos. En ambos
casos, el grafo obtenido es el mismo, asi que utilizaremos la manera que en cada caso nos resulte
mas cémoda.

5.1.2. Modificacién de vértices y arcos/aristas

Una vez definido un grafo (tanto orientado como no orientado), podemos realizar ciertas operaciones
como afadir o quitar vértices y/o arcos/aristas. Explicamos a continuacién cémo realizar cada una
de las operaciones:

a) Anadir vértices. Para afiadir vértices a un grafo G, utilizaremos la instruccién addnode,
donde debemos espcificar el nombre del grafo creado y, o bien el nimero de vértices a crear, o
bien un vector de caracteres con los nombres de los nuevos vértices. Si por ejemplo deseamos
anadir dos nodos, podriamos utilizar una de las siguientes instrucciones:

>> H=addnode(G,2)
>> H=addnode(G,{‘Nodo 1’, ‘Nodo 2’})

En el primer caso anadird dos vértices que los numerard continuando con la numeracién
presente en (G, mientras que con la segunda instruccién creard dos vértices a los que llamard
Nodo 1y Nodo 2. En ambos casos, el nuevo grafo se almacenara con el nombre H.



b)

Eliminar vértices. La eliminacién de vértices en un grafo GG se hace mediante el comando
rmnode. En dicho comando se debe de especificar el grafo al que hacemos referencia asi
como los vértices a eliminar. Si éstos estan simplemente numerados, se indicard el nimero
correspondiente a dichos vértices; si por contra los vértices tienen un nombre en forma de
caracteres, utilizaremos un vector de caracteres para indicar los vértices que deseamos eliminar.
Por ejemplo, si se desea eliminar de un grafo GG el vértice numerado como 3, usaremos la
expresion:

>> H=rmnode(G,3)

Mientras que si de un grafo G deseamos eliminar el vértice llamado ‘Nodo 3’, usaremos la
expresion:

>> H=rmnode(G,{‘Nodo 3’})

Hay que decir que al eliminar un vértice, inmediatamente se eliminan también todos los arcos
incidentes en él.

Anadir arcos. Para anadir arcos utilizaremos una expresion similar a la utilizada para definir
los grafos a través de los arcos. El comando a utilizar es addedge, donde indicaremos el
nombre del grafo y a continuacién dos vectores s y t que contendran, en el caso de grafos
orientados, los vértices inicial y final de los arcos a anadir, respectivamente, mientras que en
el caso de grafos no orientados s y ¢t simplemente contendran los vértices que definen los arcos
asi como un vector de pesos. Por ejemplo, si deseamos afadir los arcos 3 — 5y 2 — 1,
con los pesos 4 y 5, respectivamente, usaremos las siguientes instrucciones:

>> s=[3 2];

>> t=[5 1];

>> peso=[4 5];

>> H=addedge(G,s,t,peso)

En caso de que los vértices hayan sido nombrados con caracteres, los vectores s y ¢ serdn
también vectores de caracteres.

Eliminar arcos. Para eliminar arcos de un grafo usaremos la expresion rmedge. En dicha
expresion debemos de indicar el nombre del grafo y, al igual que en el apartado anterior, los
vectores s y t que definan los arcos/aristas a eliminar. Por ejemplo, si se desea eliminar los
arcos 3 —» 1y 3 — 4, se utilizaran los siguientes comandos:

>> s=[3 3];
>> t=[1 4];
>> H=rmedge(G,s,t)

Una vez mads, si los vértices tienen un nombre en forma de caracter, los vectores s y t seran
vectores de caracteres indicando los arcos/aristas a eliminar.



Ejemplo 5.4. En el grafo orientado G definido en el Ejemplo 5.1, podemos observar que el
Aeropuerto 5 no tiene conexiones con ninguno de los otros aeropuertos, asi que podemos eli-
minarlo de nuestro grafo:

>> G2=rmnode (G,{‘Aeropuerto 5’})

Ademds, dado que el vuelo desde el Aeropuerto 1 al Aeropuerto 2 ha perdido un gran nimero
de viajeros en los ultimos meses, la compania que operaba este vuelo lo ha cancelado. Hemos de
eliminar por tanto este arco:

>> G3=rmedge(G2,{‘Aeropuerto 1’},{‘Aeropuerto 2’})

Sin embargo, para no perder su presencia en el Aeropuerto 1, la compania ha decidido crear una
nuevo conexion tanto de ida como de vuelta desde el Aeropuerto 1 a un nuevo aeropuerto que
llamaremos Aeropuerto 6. El tiempo de vuelo es de 1.5 horas, tanto para la ida y la vuelta:

>> G4=addnode (G3,{‘Aeropuerto 6’})
>> Gb=addedge (G4,{‘Aeropuerto 1’, ‘Aeropuerto 6’},
{“Aeropuerto 6’, ‘Aeropuerto 1°},[1.5 1.5])

Con esto, el nuevo grafo obtenido (que finalmente ha sido llamado G5), se puede representar grafi-
camente como muestra la Figura 5.2.

Figura 5.2: Grafo G modificado tras anadir y eliminar aeropuertos y conexiones.

Otros dos comandos que pueden ser de ayuda son numnodes y numedges, que nos indican el niumero
de vértices y de arcos que hay el grafo, respectivamente. En el Ejemplo 5.4 anterior, si queremos
saber el nlimero de vértices y de arcos que hay en el grafo final obtenido (llamado G5), simplemente
utilizaremos las siguiente instrucciones:

>> numnodes (G5)
5

>> numedges (G5)
6



5.1.3. Representacién grafica

Una vez definido un grafo en MatLab podemos hacer su representaciéon grafica. Esto se puede
hacer de manera sencilla mediante el comando plot, indicando el nombre del grafo que estamos
trabajando. Si el grafo se ha almacenado con el nombre G, utilizaremos la instruccién:

>> plot(G)

La instruccién plot permite hacer una primera representacion del grafo. Sin embargo, tenemos
varias opciones para mejorar el grafico obtenido.

a)

layout. Podemos solicitar que MatLab dibuje los vértices y arcos de manera diferente. Para
ello tenemos que utilizar el comando layout con alguna de las siguientes opciones: circle,
force, layered, subspace. Por ejemplo:

>> h=plot(G) # Almacenamos el grafico con el nombre h para referirnos
# a él1 a continuaciédn.
>> layout (h, ‘force’)

labeledge. En un gréfico podemos afiadir un nombre a cada uno de los arcos. Por ejemplo,
podemos estar interesados en anadir a cada arco su peso. En tal caso usariamos el comando:

>> labeledge(h,1:numedges(G) ,peso)

De esta manera, a cada uno de los arcos les asignara el valor del vector peso.

highlight. Con este comando podemos remarcar nodos o arcos de un grafo no orientado, para
dibujarlos en distinto color o tamaiio. Por ejemplo para un grafo no orientado cuya figura se
almacend bajo el nombre de h, para remarcar en rojo los vértices 1 y 2 en color rojo, utilizamos
la instruccién:

>> highlight(h, [1 2], ‘NodeColor’, ‘r’)

Si por contra queremos remarcar varios arcos/aristas, indicaremos dos vectores s y ¢ donde,
al igual que hemos hecho en otras ocasiones, indicaremos los vértices inicial y final de los
arcos/aristas. Por ejemplo, si en un grafo orientado queremos remarcar en rojo los arcos

1 — 2y 2 — 3, usariamos la instruccién:

>> highlight(h, [1 2], [2 3], ‘EdgeColor’, ‘r’)

Una vez ejecutada la instruccién nos aparecerd una nueva pantalla con el grafico solicitado.

Ejemplo 5.5. Continuemos con el grafo modificado G5 que hemos construido en el Ejemplo 5.4
y que hemos representado graficamente en la Figura 5.2. Si queremos que MatLab lo represente
graficamente, utilizamos la instruccion:
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Figura 5.3: Representacién grafica de MatLab del grafo G5.

>> h=plot(G5)

Si por ejemplo queremos que en cada arco aparezca el tiempo de vuelo y ademas queremos remarcar
en rojo las conexiones de ida y vuelta, es decir, los vuelos de ida y vuelta entre los aeropuertos 1 y
6 y entre los aeropuertos 2 y 3, usaremos la siguiente instruccion:

>> labeledge(h,1:numedges(G5) ,peso)
>> highlight (h,{‘Aeropuerto 1’, ‘Aeropuerto 6’, ‘Aeropuerto 2’, ‘Aeropuerto 3’},

{‘Aeropuerto 6°’, ‘Aeropuerto 1’, ‘Aeropuerto 3’, ‘Aeropuerto 2’}, ‘EdgeColor’,’r’)

Obtendremos por pantalla la representacion grafica que podemos observar en la Figura 5.3.

5.1.4. Informacién sobre el grafo

Cuando hayamos definido el grafo, podemos solicitar informacién sobre él. Distinguiremos los casos
de grafos orientados y no orientados.

Grafos orientados

Comencemos con un grafo orientado GG. Sobre él podemos calcular los indices de incidencia de
entrada y de salida, asi como los antecesores y predecesores de cada vértice.

a) Grado de incidencia de entrada. Recordemos que, para cada vértice, este nimero indica
el nimero de arcos que tiene a dicho vértice como vértice final. Para calcularlo, utilizaremos

el comando indegree:

>> indegree(G)

10



b)

Grado de incidencia de salida. El grado de incidencia de salida de un vértice dado es el
numero de arcos que tienen a dicho vértice como vértice de entrada. Para calcularlo utilizare-
mos la instruccién outdegree:

>> outdegree(G)

Predecesores de un vértice. Los predecesores de un vértice i son los vértices j de manera
que J — 7 es un arco. Para calcularlo utilizaremos la instruccién predecessors, indicando
el nombre del grafo y el vértice sobre el que queremos calcular sus predecesores. Por ejemplo,
para calcular los predecesores del vértice 1, usaremos la instruccion:

>> predecessors(G,1)

Si los vértices vienen nombrados como caracteres, llamaremos al vértice usando su nombre
como caracter. Por ejemplo, para calcular los predecesores del vértice ‘Nodo 1°:

>> predecessors(G, ‘Nodo 17)

Sucesores de un vértice. Los sucesores de un vértice i son los vértices j de manera que
1 — j es un arco. Para calcularlo utilizaremos la instruccién sucessors, indicando el nombre
del grafo y el vértice sobre el que deseamos trabajar. Al igual que en el apartado anterior, para
indicar el nodo lo haremos a través de su nimero o de su nombre caracter, segln venga
expresado. Por ejemplo, para calcular los sucesores del vértice 1, usaremos la instruccién:

>> sucessors(G,1)

Determinar si hay ciclos. En muchas ocasiones nos interesard saber si el grafo considerado
es aciclico o si, por contra, tiene ciclos. Para ello, simplemente usaremos la instruccién isdag,
indicando el nombre del grafo:

>> isdag(G)

El valor obtenido serd un 1 si el grafo es aciclico, o 0 en el caso en el que si haya ciclos.

Ejemplo 5.6. Continuemos una vez mas con el grafo que hemos modificado en el Ejemplo 5.4. Para
calcular los grados de incidencia de entrada y de salida, podemos calcularlos mediante la instruccion:

>> [

ans=

indegree(G5) ,outdegree (G5)]

= =N
R O~ NN
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Asi, obtenemos los grados de incidencia de entrada (primera columna) y de salida (segunda columna)
de cada uno de los vértices. En el lenguaje de nuestro ejemplo, los grados de incidencia de entrada y de
salida de un aeropuerto i indica el nimero de aeropuertos desde los cuales se puede volar al aeropuerto
1 y el numero de aeropuertos a los que se puede volar desde el aeropuerto i, respectivamente. Por
otra parte, podemos calcular los predecesores y sucesores de cada vértice. En nuestro caso, por
ejemplo para el Aeropuerto 1, los predecesores son los aeropuertos desde los que se puede volar
al Aeropuerto 1 mientras que los sucesores son los aeropuertos a los que se puede volar desde el
Aeropuerto 1:

>> predecessors (G5, ‘Aeropuerto 1)
ans=

‘Aeropuerto 6’
>> successors (G5, ‘Aeropuerto 1’)
ans=

‘Aeropuerto 3’

‘Aeropuerto 6’

Concluimos por tanto que al Aeropuerto 1 solamente se puede volar desde el Aeropuerto 6, pero
desde el Aeropuerto 1 se puede volar tanto al Aeropuerto 6 como al Aeropuerto 3.

Por dltimo, nos interesa saber si en este grafo hay ciclos. Para ello usamos la instruccion:

>> isdag(Gb)
ans =
0

Eso significa que el grafo no es aciclico al tener algtin ciclo. Esto no es sorprendente, puesto que ya
sabemos que hay un vuelo de ida y vuelta entre los aeropuertos 1 y 6.

Grafos no orientados

En el caso de grafos no orientados, podemos calcular tanto el grado de incidencia como los prece-
desores/sucesores (que en el caso de grafos no orientados coinciden).

a) Grado de un vértice. El grado de un vértice i es el nimero de vértices j de manera que
1 — j es una arista del grafo. En este caso, calcularemos los grados de los vértices de un grafo
G mediante la instruccién degree:

>> degree(G)

b) Predecesores/Sucesores de un vértices. Dado que estamos trabajando con grafos no orien-
tados, los sucesores y predecesores son equivalentes. Para calcularlos, usaremos el comando
neighbors, indicando el nombre del grafo y el vértice del que queremos calcular los prede-
cesores/sucesores. Al igual que ocurria en el caso de grafos orientados, el vértice se indicara
mediante nimero o caracter, en funcion de cémo estén definidos. Por ejemplo, para calcular
los predecesores/sucesores del vértice 4, usaremos la instruccion:

>> neighbors(G5,4)

12



5.1.5. Representaciéon matricial

Como hemos visto en las clases de teoria, un grafo se puede representar de manera matricial de
varias formas. Las representaciones matriciales son muy Utiles porque nos permiten simplificar los
calculos. Con MalLab podemos calcular las matrices de adyacencia y de incidencia vértice-arco:

a)

Matriz de adyacencia. Como vimos al inicio de la practica, es la matriz cuadrada que tiene
tantas filas y columnas como vértices hay en el grafo, y definida por a;; = 1is¢ — j es
un arco o a;; = 0 en otro caso. Para calcular la matriz de adyacencia, usaremos el comando
adjacency:

>> adjacency(G)

Usando esta expresion nos indicara los arcos que tiene el grafo. Si queremos que nos muestre
la matriz completa, debemos afadir el comando full:

>> full(adjacency(G))

Matriz de incidencia vértice-arco. Esta matriz solamente se puede calcular para los grafos
orientados. Esta matriz tiene tantas columnas como vértices y tantas filas como arcos, y en
el elemento m,. toma el valor 1, si 7 es el vértice inicial del arco e; m;. toma el valor -1 si ¢
es el vértice final del arco ¢, y toma el valor 0 en otro caso. Para calcularla, utilizaremos el
comando incidence:

>> incidence(G)
Al igual que en el apartado anterior, por pantalla nos mostrara una lista con los arcos (7,7) y
nos indicard el valor 1 o -1 segun el vértice inicial sea 7 o j, respectivamente. Una vez mas, si

queremos la matriz completa debemos utilizar la instrucciéon full:

>> full(incidence(G))

Ejemplo 5.7. Continuemos con el grafo del Ejemplo 5.4. Vamos a calcular sus matrices de adya-
cencia y de incidencia vértice-arco:

>> adjacency(G5)

ans

(5,1)
(3,2)
(1,3)
(2,3)
(2,4)
(1,5)

A e
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>> full(adjacency(G5))

ans =

0 0 1 0 1
0 0 1 1 0
0 1 0 0 0
0 0 1 1 0
1 0 0 0 0
>> incidence(G5)
ans =
(1,1) -1
(3,1 1
(1,2 -1
(5,2) 1
(2,3) -1
(3,3) 1
(2,4) -1
(4,4) 1
(2,5) 1
(3,5) -1
(1,6) 1
(5,6) -1
>> full(incidence(G5))
ans =
-1 -1 0 0 0 1
0 0 -1 -1 1 0
1 0 1 0 -1 0
0 0 0 1 0 0
0 1 0 0 0 -1

Concluimos que las matrices de adyacencia (A) y de incidencia vértices-arco (M ) vienen dadas por:

00101 -1 -1 0 0 0 1
00110 o 0 -1 -1 1 0
A=101 0 0 0 M=]11 0 1 0 -1 0
00 0O0O0 o o0 0 1 0 0
10000 o 1 0 0 0 -1
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5.1.6. Conexidn

Una vez que ya hemos explicado cémo definir grafos y hacer operaciones basicas con ellos, podemos
estudiar la conexién. Recordemos brevemente el significado de la conexién en grafos orientados y no
orientados:

a)

b)

c)

Conexién en grafos no orientados. Un grafo no orientado es conexo cuando existe una
cadena entre cada par de vértices.

Conexién débil en grafos orientados. Un grafo orientado es débilemente conexo cuando
su grafo no orientado asociado es conexo.

Conexién en grafos orientados. Un grafo orientado es conexo cuando entre cada par de
vértices 7, j existe un camino de ¢ a j y otro camino de j a 1.

Cuando un grafo (orientado o no orientado) no es conexo (o débilmente conexo), es interesante
conocer cudles son las componentes conexas del grafo. Una componente conexa es un subgrafo
conexo (o débilmente conexo) al que no es posible afiadirle un vértice porque perderia esta propiedad.

Con el fin de conocer si un grafo es conexo, y conocer sus componentes conexas, utilizaremos la
instruccién conncomp. Vamos a detallar su uso:

a)

Si G es un grafo no orientado, utilizaremos la instruccién anterior en la que Unicamente
indicaremos el nombre del grafo:

>> conncomp (G)

Como resultado obtendremos un vector con tantos valores como vértices, de manera que para
el vértice 7 indica a qué componente conexa pertenece. Si solamente hay una componente
conexa, el grafo GG sera conexo.

Si G es un grafo orientado y queremos estudiar su posible conexién, seguiremos los mismos
pasos del apartado anterior.

Si G es un grafo orientado y queremos ver si es débilmente conexo, esto es, si su grafo no
orientado asociado es conexo, usaremos la siguiente instruccién:

>> conncomp (G, ‘Type’, ‘weak’)

En este caso, indicamos que el tipo de conexién es débil (weak), y por pantalla nos volverd a
sacar un vector indicando la componente conexa a la que pertenece cada vértice.

Ejemplo 5.8. En el Ejemplo 5.4 teniamos un grafo orientado en el que teniamos varios aeropuertos
e indicabamos las conexiones existentes entre ellos. Pasamos a continuacion a estudiar la conexion
en este grafo:
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>> conncomp (G5)
ans =
1 2 2 3 1

De esta manera obtenemos que hay 3 componentes conexas en este grafo:
Componente conexa 1: Aeropuerto 1, Aeropuerto 6.
Componente conexa 2: Aeropuerto 2, Aeropuerto 3.
Componente conexa 3: Aeropuerto 4.

Asi vemos que se pueden hacer viajes de ida y vuelta entre los aeropuertos 1 y 6, y entre los
aeropuertos 2 y 3. Estudiemos a continuacion la conexion débil de este grafo:

>> conncomp (G5, ‘Type’, ‘weak’)

ans =

Esto significa que el grafo es débilmente conexo. El significado es que, si todo vuelo de ida tuviese
un vuelo de vuelta, el grafo seria conexo, es decir, se podrian hacer vuelos de ida y vuelta entre cada
par de aeropuertos.

5.2. Ejemplo ilustrativo

En una gran ciudad se estd planeando la construccién de un nuevo barrio en el que se construirdn
dos edificios, un parque, un centro comercial y unas instalaciones deportivas. Con el fin de hacer
una planificacién urbanistica correcta, los técnicos del ayuntamiento estan analizando una posible
distribucién del trafico. En la Figura 5.4 tenemos un primer borrador donde se puede ver lo siguiente:

= Los dos edificios, pintados en gris.

El parque, pintado en verde.

Dos rotondas en las que se planea incluir una fuente, pintadas en azul.

Un centro comercial, pintado en rojo.

Unas instalaciones deportivas, pintadas en amarillo.

Ademas, cada uno de los edificios, tanto los habitables como el centro comercial y las instalaciones
deportivas, disponen de un parking interior, marcado en negro. Las flechas indican la direccion del
trafico a lo largo de las distintas calles. En principio, lo técnicos planeaban no incluir calles de doble
direccidn para no congestionar el trafico. Nuestro objetivo es por tanto analizar si el disefio del trafico
se ha realizado de forma correcta, de manera que desde cada punto del nuevo barrio sea posible
llegar a todos los demads, tanto a pie como en vehiculo.
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Figura 5.4: Distribucién del tréfico en el nuevo barrio.

Para ello, vamos a expresar un problema de conectividad de un grafo. Lo primero que hemos de
hacer es expresar nuestro plano como un grafo. Lo que haremos sera definir un vértice para cada
cruce, y entre dos vértices “consecutivos’ definiremos un arco de acuerdo a la direccién del trafico.
En la Figura 5.5 hemos representado el mismo plano en el que hemos asignado un vértice a cada
cruce.

A continuacién, los arcos vendran dados por las direcciones de trafico. Por ejemplo, desde el cruce
8 se puede ir solamente al cruce 2, mientras que desde el cruce 10 se puede ir tanto al cruce 13 (si
se continta recto) como al cruce 9, la rotonda, si se gira a la izquierda. Con esta interpretacién, y
teniendo en cuenta que en este ejemplo los arcos no llevan asociado un peso, para introducir el grafo
en MatLab bastara con introducir la matriz de adyacencia. Para definirla, comencemos definiendo
una matriz de ceros y a continuacién anadiremos los arcos:

>> A=zeros(13);

a) Desde el vértice 1, que podemos interpretar como el resto de la ciudad, podemos volver a 1,
o adentrarnos en el barrio a través de la rotonda nombrada como cruce 4:

>> A(1,1)=1;
>> A(1,4)=1;

b) Desde el cruce 2 continuamos hasta el cruce 3:
>> A(2,3)=1;
c) Desde el cruce 3 tinicamente podemos ir al cruce 4:
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>> A(3,4)=1;

Desde la rotonda numerada como 4 podemos ir tanto al centro de la ciudad (vértice 1), como
a los cruces 5y 7:

>> A(4,1)=1;

>> A(4,5)=1;

>> A(4,7)=1;

Desde el cruce 5 solamente podemos ir hasta el cruce 10:
>> A(5,10)=1;

Desde el sexto vértice solamente podemos ir al tercer cruce:
>> A(6,3)=1;

Desde el cruce 7 podemos bien ir al cruce 6 o bien ir a la rotonda numerada como 9:

>> A(7,6)=1;
>> A(7,9)=1;

El vértice 8 tiene direccidn dnica hasta el vértice 2:
>> A(8,2)=1;
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i) Desde la rotonda 9 solamente podemos ir al cruce 8:
>> A(9,8)=1;
j) Desde el cruce 10 podemor ir tanto a la rotonda 9 como al cruce 13:

>> A(10,9)=1;
>> A(10,13)=1;

k) Desde el cruce 11, donde estd situada la cochera de las instalaciones deportivas, podemos ir
al cruce 8:

>> A(11,8)=1;

) Desde el vértice 12 la tnica opcidn es entrar en la rotonda 9:
>> A(12,9)=1;

m) Desde el cruce 13 se debe de ir al cruce 12:
>> A(13,12)=1;

Dado que en este ejemplo cada arco no tiene asociado un peso, con la matriz de adyacencia podemos
definir el grafo en MatLab:

>> G=digraph(A)
G =
digraph with properties:

Edges: [18x2 table]
Nodes: [13x0 table]

Nos indica que tenemos 13 vértices (cruces) y 18 arcos (direcciones). Este grafo se puede representar
graficamente con la instruccién:

>> h=plot(G)

Obteniendo el dibujo de la Figura 5.6. Evidentemente, la representacién grafica realizada por MatLab
es distinta de la representacion en plano hecha por los técnicos del ayuntamiento, pero en términos
de grafos la informacién que contiene es la misma.

Nuestro objetivo es estudiar si la planificacion urbanistica es correcta, es decir, si desde cada punto
del barrio es posible acceder a todos los demas cruces tanto a pie como en vehiculo. En términos de
grafos, este problema se traduce en estudiar la conexién del grafo G. En el primer caso, un peatdn
a pie puede ir siempre en ambas direcciones, asi que debemos de analizar si el grafo es débilmente
conexo (cada arco se vuelve una arista y nos “olvidamos” de las direcciones):
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Figura 5.6: Representacion grafica de MatLab del grafo G correspondiente a la planificacion urbanisti-
ca.

>> conncomp (G, ‘Type’, ‘weak’)

ans =
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1

Esto significa que solamente hay una componente (débilmente) conexa, y por tanto el grafo es
débilmente conexo. Concluimos que, a pie, la planificacién urbanistica es correcta.

Pasemos a analizar si la planificacién en vehiculo es también correcta. En este caso si debemos de
tener en cuenta las direcciones, y por lo tanto tendremos que ver si el grafo es conexo:

>> conncomp (G)
ans =

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 2 2
Vemos que en este caso hay dos componentes conexas: una de ellas formada (nicamente por el
cruce 11, y la segunda formada por el resto de cruces. Esto significa que, si no tenemos el cruce 11
en cuenta, es posible desplazarse entre cualquier par de puntos del barrio. Ahora bien, el problema
surge con el cruce 11, que recordemos es el parking de las instalaciones deportivas. Vamos a calcular
los predecesores y sucesores de dicho vértice para analizar la situacién:

>> successors(G,11)

ans =
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>> predecessors(G,11)

ans =
Empty matrix: O-by-1

Vemos por tanto que desde el vértice 11 si es posible ir al vértice 8, y consecuentemente a todos
los demds, pero el vértice 11 no tiene ninglin predecesor, es decir, no hay ninguna punto del barrio
desde el cual sea posible de llegar al parking de las instalaciones deportivas.

iCémo podemos solventar este problema? A pesar de que los técnicos deseaban no incluir calles
de doble sentido, la solucidn pasa por permitir que en la calle que une los cruces 8 y 11 si se
pueda cirular en direccién contraria. Vamos por tanto a anadir a nuestro grafo el vértice 8 — 11
y estudiemos si con esta nueva direccion el grafo modificado es conexo:

>> G2=addedge(G,8,11,1)
G2 =
digraph with properties:

Edges: [19x2 tablel
Nodes: [13x0 tablel

Con esta Ultima instruccién hemos afiadido el arco desde el vértice 8 hasta el vértice 11, asignandole
a este arco un peso de 1, que es el peso que MatLab considera por defecto cuando no anadimos un
peso. Veamos a continuacién si este grafo modificado es conexo:

>> conncomp (G2)
ans =
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1
En esta ocasién, vemos que solamente hay una componente conexa, y por tanto concluimos que,

ahora si, el grafo es conexo y por consiguiente el trafico estaria bien planteado: es posible viajar en
vehiculo entre cada par de puntos del barrio.
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