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Red de flujo

Consideraremos una red orientada R = (V, A, p) cumpliendo las si-
guientes propiedades:

@ G=(V,A) es un grafo conexo.

@ Los pesos son no-negativos y reciben el nombre de capacidad del
arco.

@ Hay dos vértices llamados fuente (F) y salida (S) de manera que
F no tiene antecesores y S no tiene sucesores.
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Partimos de una red de fluo R = (V,A,p). El flujo de valor v es

una coleccion de nimeros que a cada arco (/,/) le asigna un valor f,
cumpliendo:

@ Acotacion del flujo: 0 < f; < pj.
@ Conservacion del flujo: paratodo i € V,

v, sii=F.
> fi— Z fi =4S —v, sii=S§8.

JEr () kel - 0 en otro caso.
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Ejemplo de flujo

Ejemplo (Red de flujo )
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Ejemplo de flujo

Ejemplo (Red de flujo de valor v = 2)
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Ejemplo de flujo

Ejemplo (Red de flujo de valor v = 2)

A ={1,2,,T=(F)=0
2jer(p) T = Zker-p flr =1+1=2
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Ejemplo de flujo

Ejemplo (Red de flujo de valor v = 2)

31

r()={2351-(1)={F}
Zjel— f1/ Zker fk‘l = 1 +0—1 = 0
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Ejemplo de flujo

Ejemplo (Red de flujo de valor v = 2)

31

r@)={shr-(2={f1}
Yjer@) foj = 2ker-@ e =2-1-1=0
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Ejemplo de flujo

Ejemplo (Red de flujo de valor v = 2)

r@)={sLr-3)={1}
>jer@) B — 2ker-3’ka=0—-0=0
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Ejemplo de flujo

Ejemplo (Red de flujo de valor v = 2)

r(8)=0,r-(S)=1{2,3}
2jer(s) fsi = Xker—(g ks =—2-0=-2
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Dada unared de flujo R = (V, A, p) y una particion B, B¢ de V, el corte
de la red de flujo se denota por (B, B®) y es el conjunto de arcos de A
con origen en By final B°.

@ La capacidad de corte (B, B®) es el valor:

c(B.B%= > pj

ije(B,B%)

@ El flujo neto del corte (B, B°) es el valor:

f(B,B= > fi— > fq

ieB,jeBenr; ieBkeBenr;”
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Ejemplo de corte de un flujo

Ejemplo (Corte )
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Ejemplo de corte de un flujo

Ejemplo (Corte B={F,1},B° = {2,3,S})

B={F,1},B°={2,3,S}
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Ejemplo de corte de un flujo

Ejemplo (Corte B={F,1},B° = {2,3,S})

B={F,1},B°={2,3,S}

Capacidad: ¢(B,B°) =4 +3+3 =10.
Flujo neto: f/(B,B°) =0+1+1=2.
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Relacion flujo-corte

Teorema

Sea R = (V, A, p) una red de flujo, f un flujo y (B, B®) un corte.
Entonces:

@ El valor del flujo esta acotado por la capacidad del corte.
@ El valor del flujo coincide con el flujo neto.
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Objetivo: maximizar el flujo

Sea R = (V, A, p) una red de flujo.

@ Flujo maximo: es un flujo f* de manera que cualquier otro flujo f
satisface v < v;,.

@ Obijetivo: entontrar el flujo maximo en R = (V, A, p).
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Objetivo: maximizar el flujo

Sea R = (V, A, p) una red de flujo.

@ Flujo maximo: es un flujo f* de manera que cualquier otro flujo f
satisface v < v;,.

@ Obijetivo: entontrar el flujo maximo en R = (V, A, p).

@ Corte minimo: es un corte (B, B°) que para otro corte (C, C°)
cumple ¢(B, B°) < ¢(C, C°).

@ Se cumple que el valor del flujo maximo es igual a la capacidad del
corte minimo.
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Algoritmos

Ford-Fulkerson Algoritmo clasico de etiquetado. Se trata de buscar
caminos de flujo aumentable.

Boykov-Kolmogorov Algoritmo novedoso (2004) que mejora algoritmos
previos tanto para el problema del flujo maximo como para
el flujo a coste minimo. Es el algoritmo utilizado por Mat-
Lab.
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Ford-Fulkerson (1)

@ Considera un flujo fenlared R = (V, A, p) (por ejemplo, {=0).

@ Denotar por A; el conjunto de arcos no saturados (p; > fj) y por
A el conjuntos de arcos con flujo positivo (f; > 0). Etiquetado:

@ Se le asigna la etiqueta + al vértice F.

@ Si j esta etiquetado, j no esta etiquetado y (i,j) € Ay, entonces
etiqueto iy (i,/). (i,j) es un arco de salida.

@ Sij no esta etiquetado, i esta etiquetado y (j,/) € A., entonces
etiquetar jy (j, /). (j, /) es un arco de entrada.

@ Continuar el etiquetado hasta llegar a S o hasta que no sea posible
etiquetar mas arcos/vértices.
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Ford-Fulkerson (Il)

© Si Sno se ha etiquetado, el flujo es maximo. Si S se ha etiquetado,
buscar una cadena formada por arcos etiquetados desde F hasta
S. Definir:
ki = min{f; | (i,j) € CN Az},
ko = min{p; — f; | (i.j) € Ay N C},
k= min{k1 s kg}

Aumentar en k unidades el flujo de los arcos de C N Ay y disminuir
en k unidades el flujo de los arcos de C N A,. Volver al paso 2.
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Algoritmo de Ford-Fulkerson: Ejemplo

Ejemplo (Paso 1: consideramos el flujo nulo)

Valor del flujo: v =0
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Algoritmo de Ford-Fulkerson: Ejemplo

Ejemplo (Paso 2: definir Ay, Az)

A=A
A =10
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Algoritmo de Ford-Fulkerson: Ejemplo

Ejemplo (Paso 2.1: etiquetar el vértice F)
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Algoritmo de Ford-Fulkerson: Ejemplo

Ejemplo (Pasos 2.2, 2.3, 2.4)

A=A
A =10
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Algoritmo de Ford-Fulkerson: Ejemplo

Ejemplo (Pasos 2.2, 2.3, 2.4)

A=A
A =10
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Algoritmo de Ford-Fulkerson: Ejemplo

Ejemplo (Pasos 2.2, 2.3, 2.4)

A=A
A =10
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Algoritmo de Ford-Fulkerson: Ejemplo

Ejemplo (Paso 3: cadena de flujo aumentable)
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Algoritmo de Ford-Fulkerson: Ejemplo

Ejemplo (Paso 3: cadena de flujo aumentable)

@ +2 @ +2 @ +2 @
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Algoritmo de Ford-Fulkerson: Ejemplo

Ejemplo (Paso 1: actualizacion del flujo)

Valor del flujo: v =2

|. Montes Tema 7: Redes de Flujo 13/14



Algoritmo de Ford-Fulkerson: Ejemplo

Ejemplo (Paso 2: definir Ay, Az)

A1 = {(F72)7(1’2)’ (1’3)7(378)}
Ay = {(F’ 1)’ (172)7 (27 S)}
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Algoritmo de Ford-Fulkerson: Ejemplo

Ejemplo (Paso 2.1: etiquetar el vértice F)

A1 = {(F72)7(1’2)’ (1’3)7(378)}
Ay = {(F’ 1)’ (172)7 (27 S)}
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Algoritmo de Ford-Fulkerson: Ejemplo

Ejemplo (Pasos 2.2, 2.3, 2.4)

A1 = {(F72)7(1’2)’ (1’3)7(378)}
Ay = {(F’ 1)’ (172)7 (27 S)}
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Algoritmo de Ford-Fulkerson: Ejemplo

Ejemplo (Pasos 2.2, 2.3, 2.4)

A1 = {(F72)7(1’2)’ (1’3)7(378)}
Ay = {(F’ 1)’ (172)7 (27 S)}
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Algoritmo de Ford-Fulkerson: Ejemplo

Ejemplo (Pasos 2.2, 2.3, 2.4)

A1 = {(F72)7(1’2)’ (1’3)7(378)}
Ay = {(F’ 1)’ (172)7 (27 S)}
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Algoritmo de Ford-Fulkerson: Ejemplo

Ejemplo (Pasos 2.2, 2.3, 2.4)

A1 = {(F72)7(1’2)’ (1’3)7(378)}
Ay = {(F’ 1)’ (172)7 (27 S)}
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Algoritmo de Ford-Fulkerson: Ejemplo

Ejemplo (Paso 3: cadena de flujo aumentable)

A1 = {(F72)7(1’2)’ (1’3)7(378)}
Ay = {(F’ 1)’ (172)7 (27 S)}
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Algoritmo de Ford-Fulkerson: Ejemplo

Ejemplo (Paso 3: cadena de flujo aumentable)

A1 = {(F72)7(1’2)’ (1’3)7(378)}
Ay = {(F’ 1)’ (172)7 (27 S)}
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Algoritmo de Ford-Fulkerson: Ejemplo

Ejemplo (Paso 1: actualizacion del flujo)

Valor del flujo: v =3
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Algoritmo de Ford-Fulkerson: Ejemplo

Ejemplo (Paso 2: definir Ay, Az)

Al = {(F’2)7 (1»2)’ (173)}
Ay = A

|. Montes Tema 7: Redes de Flujo 13/14



Algoritmo de Ford-Fulkerson: Ejemplo

Ejemplo (Paso 2.1: etiquetar el vértice F)

Al = {(F72)7 (1»2)’ (173)}
A=A
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Algoritmo de Ford-Fulkerson: Ejemplo

Ejemplo (Pasos 2.2, 2.3, 2.4)

Al = {(F’2)7 (1»2)’ (173)}
Ay = A
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Algoritmo de Ford-Fulkerson: Ejemplo

Ejemplo (Pasos 2.2, 2.3, 2.4)

Al = {(F72)7 (1»2)’ (173)}
A=A
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Algoritmo de Ford-Fulkerson: Ejemplo

Ejemplo (Pasos 2.2, 2.3, 2.4)

Al = {(F72)7 (1»2)’ (173)}
A=A
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Algoritmo de Ford-Fulkerson: Ejemplo

Ejemplo (Pasos 2.2, 2.3, 2.4)

Al = {(F’2)7 (1»2)’ (173)}
Ay = A

No se puede etiquetar mas. Flujo maximo
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Algoritmo de Ford-Fulkerson: Ejemplo

Ejemplo (Corte minimo)

B={F,1,2,3}
B¢ = {S}
@ 2,2

c(B,B°) =2 +1=3=f(B, B)
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Algoritmo de Ford-Fulkerson: Ejercicio

Buscar el flujo maximo en la siguiente red de flujo:
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