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Resumen

El objeto de éstas notas es proporcionar de modo sencillo una perspectiva de los métodos
de modelizacién geoestadistica, analizando las fases de analisis estructural y su resolucién con
el programa Variowin 2-D, krigeado y métodos de estimacién mediante el inverso del cuadrado
de la distancia. Se trata pues de dar recomendaciones claras sobre la manera de abordar en
el mundo industrial un proyecto geoestadistico. En el modo de exposicién se entremezclan los
consejos practicos con los conceptos tedricos, y aunque una primera lectura de este mansucrito
pueda parecer ardua, se trata de un documento autocontenido cuya comprensién mejora con el

tiempo.
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1. Antecedentes

La Geoestadistica naci6é en el dambito minero, durante la década de los 60 y fué entendida en un
principio como un método estadistico para el cdlculo de las reservas mineras. En sus antecedentes
suelen citarse los trabajos de [Sichel, 1947-1949] y de [Krige, 1951] en las minas de oro sudafricanas.
El primero observé la naturaleza asimétrica de la distribucién del oro, la equiparé a una distribucién
lognormal y desarroll6 férmulas béasicas para su inferencia. Ello permitia una estimacién de las reser-
vas, pero suponia implicitamente que los datos eran independientes, prescindiendo por tanto dichos
estimadores de la distribucién espacial de los datos. Una primera aproximacién a la solucién de este
problema fue dada por Krige que propuso una variante del método de medias méviles. Este méto-
do se puede considerar equivalente al del krigeado simple que, como veremos es uno de los métodos
bésicos de estimacién lineal. La heterogeneidad de dichos yacimientos junto a la envergadura de las
inversiones mineras, generaron un caldo de cultivo propicio para el desarrollo de las técnicas geoes-
tadisticas, dado que resultaba inaceptable asumir un riesgo sobre reservas inexistentes. Los trabajos
de Sichel y Krige interesaron a los ingenieros del Comisariado de la Energia Atémica de Francia,
quienes encargaron a Georges Matheron la formalizacién matemaética de dichos procedimientos, un
tanto heuristicos en un principio. La Teoria de las Variables Regionalizadas, desarrollada por Math-
eron en 1961, permitié la formalizacién de los conceptos geoestadisticos, ddndoles una formulacién
rigurosa y aportando una solucién al problema de la estimacién. En anos sucesivos, la teoria fué am-
pliando su campo de aplicacién en numerosos dominios extramineros tales como: la hidrogeologfa, la
edafologia, el reconocimiento forestal, el medio ambiente, la prospeccién de yacimientos petroliferos,
la cartograffa automética , la geofisica y la geologia, la meteorologia, etc..., dado que tal y como el
propio G. Matheron afirmé, la Geoestadistica no debe entenderse no como la estadistica aplicada al
dmbito minero, sino como la aplicacion del formalismo de las funciones aleatorias al reconocimiento
y la estimacion de fendmenos naturales.

En la actualidad la Geoestadistica centra sus dreas de trabajo méds activas en el estudio de sus
posibles aplicaciones a las distintas ramas del conocimiento y a la bisqueda de formulaciones alter-
nativas que permitan obtener una mejor caracterizacién de la variabilidad espacial de los fenémenos
regionalizados. No obstante, la Geoestadistica no debe entenderse como un método de extrapolacion
de informacién, i.e., la Geoestadistica no crea la informacion, sino que mejora su tratamiento. La
innovacién aportada por la Geoestadistica consiste en que permite obtener no sélo una estimacion del
fenémeno, sino también una medida de la incertidumbre de la misma, por lo que constituye un marco
ideal para seleccionar la ubicacién de puntos de muestreo de forma que se optimize la informacién
obtenida a partir de los datos observados. Como caso particular, podemos senalar que en el &mbito
minero esto se traduce en economizar gastos de reconocimiento, por ejemplo, mediante la optimizacién
de una malla de sondeos de investigacién. Es importante senalar que la bondad del resultado obtenido
mediante la aplicacién de las técnicas geoestadisticas dependera de la calidad de la informacién utiliza-
da (Trash in-Trash out), i.e., de la calidad del proceso de toma de muestras. Por tanto la fase previa
al anslisis geoestadistico de la informacién disponible tendra tanta importancia como éste mismo.

En el campo del reconocimiento minero las ventajas de la Geoestadistica son claras:

1. Caracteriza el grado de continuidad de cada mineralizacién particular y las diversas zonas de
influencia (alcances) de la informacién disponible.

2. Permite construir estimadores globales insesgados de los recursos in situ, calculando los intervalos
de confianza de los mismos.

3. Permite la planificacion de la produccién minera.

4. Aborda el problema de la seleccion, i.e., la definicién de las reservas, clasificandolas mediante su
incertidumbre.
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5. Permite simulaciones condicionales del yacimiento, para el estudio de las fluctuaciones de las
caracteristicas de las reservas explotadas (las fluctuaciones de las leyes en impurezas, fluctua-
ciones de potencia, etc).

2. Una breve introduccién a la modelizaciéon matematica

La modelizacién matemaética engloba tres mundos claramente diferenciados:
1.-Modelos Deterministas

2.-Modelos Probabilistas

3.-Modelos Mixtos.

2.1. Modelos deterministas

Se dice que un modelo es determinista, cuando proporciona los mismos resultados si no se alteran
los valores de los pardmetros que lo gobiernan. Una gran cantidad de modelos deterministas vienen
regidos por ecuaciones diferenciales ordinarias o en derivadas parciales Estas ecuaciones surgen de
la caracterizacién de un sistema fisico mediante leyes o principios de conservacién (conservacién de
la masa, de la energfa, de la cantidad de movimiento, etc...). En este caso fijadas las condiciones de
contorno y las condiciones iniciales del sistema, se tiene perfectamente determinada la solucién (en
el caso de que el modelo matemdtico esté correctamente planteado). Este es el caso por ejemplo de
los modelos hidrogeolégicos que estudian el problema del flujo en un medio poroso. Estos modelos
se expresan por una ecuacién en derivadas parciales en la que aparecen propiedades del medio tales
como la permeabilidad (la facilidad con la que un terreno permite el paso de un fluido), el coeficiente
de almacenamiento del medio poroso (volumen de fluido liberado por unidad de volumen de acuifero
al descender el nivel piezométrico h en una unidad) y la incégnita principal o el nivel piezométrico del
acuifero, que incluye los términos relativos a la altura de presién y a la altura topografica. Realizemos
algunos comentarios aclaratorios:

= El principio de comportamiento que rige dicha ecuacién es la Ley de Darcy, que indica que la
velocidad de filtracién de un fluido en un medio poroso es proporcional al gradiente hidrdulico y
depende tanto de la densidad como de la viscosidad del fluido. Dicha ley indica que el movimiento
de fluido tendra lugar en contra del gradiente piezométrico y es andloga a la ley de Fourier que
gobierna los fenémenos de transferencia de calor (basta para ello sustituir la permeabilidad por
la conductividad térmica, el coeficiente de almacenamiento por la capacidad calorifica y el nivel
piezométrico h por la temperatura) o a la ley de Fick que gobierna los fenémenos difusién de
contaminantes.

» El modelo hidrogeolégico resulta de adoptar la ley de Darcy como principio de comportamiento
del fluido y aplicar el principio de conservacién de la masa a un volumen de control elemental
realizando en este caso ciertas hipotesis simplificativas. Dicho modelo rige los procesos de tipo
irreversible, y debe de ser resuelto junto con las condiciones iniciales del sistema y de contorno
correspondientes para que el modelo esté correctamente planteado (posea una unica solucién).
Una vez prefijadas dichas condiciones en funcién del tipo de problema estudiado, la respuesta
del modelo queda determinada por la ley de comportamiento. Se trata pues de un modelo
determinista.

2.2. Modelos probabilistas

Se dice que un modelo es probabilista cuando su ley de comportamiento reposa en una serie de
observaciones discretas del fenémeno analizado. En el caso anterior, se podrian realizar una serie de
sondeos para determinar el nivel piezométrico a partir de los cuales se podria disenar un estimador h*
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funcién de la informacién disponible A (xa)(a:1 n)s €8 decir, los niveles piezométricos en diferentes lo-
calizaciones espaciales (sondeos). En este caso la ley de comportamiento reposa en los datos observados

y se trataria por ejemplo de inferir la siguiente ley de probabilidad:
P(h(z1) <hi, o h(zn) < hy). (1)

El nexo de unién entre ambos tipos de modelos radica en el hecho de que los datos observados deben
reflejar la presencia de un fenémeno de tipo difusivo.

En general este tipo de modelos se adopta cuando se desconoce la ley de comportamiento del
sistema o es muy compleja para su modelizacién. Esta ley se trata de inferir a partir de los datos
observados. Esta, es una estrategia muy comin en las ciencias naturales. Un ejemplo puede ser un
yacimiento minero, donde queramos prever el valor de una cierta variable (por ejemplo el poder calori-
fico de una capa de carbén, su potencia, etc..) en un punto determinado o zona del yacimiento. La
génesis de dicho yacimiento puede corresponder a la confluencia de diferentes modelos deterministas,
sin embargo, dada la complejidad del fenémeno, no se posee una ley de comportamiento de la inter-
accién entre los mismos, por lo que se recurre a un modelo probabilista. De hecho dicha interaccién
de ser conocida podria dar lugar a un modelo matematico determinista tan complejo que resulta poco
1itil en la préctica.

Para la mayoria de los fenémenos naturales hay que admitir un cierto grado de incertidumbre (o
error) en las medidas. Por lo tanto los datos observados se conciben como el resultado de un proceso
aleatorio. Esto no significa forzosamente que el fenémeno sea aleatorio, sino que nuestro conocimiento
sobre el fenémeno es muy limitado.

Un punto clave que debe de ser comprendido cuando se trata de modelizar un fenémeno natural
es que el hecho de que un fenémeno sea mal conocido no implica que sea imposible hacer predicciones
sobre el mismo. En este caso es importante poder juzgar la incertidumbre ligada a nuestras estima-
ciones, es decir proporcionar intervalos de confianza de las mismas. Como ejemplo consideremos el
experimento consistente en prever la suma del lanzamiento de dos dados. Intentemos modelizar dicho
fenémeno. Un modelizador pesimista diria que como el resultado es aleatorio no merece la pena el
predecirlo. Un modelizador un poco més avezado dirfa lo mismo pero acotarfa el rango de soluciones
entre 2 y 12. El acotar dicho rango puede parecer obvio, sin embargo filoséficamente implica haber
meditado sobre el fenémeno, proporcionar un conocimiento a priori del mismo, luego en suma intentar
controlarlo, aunque sea a un nivel muy primitivo. Un modelizador apasionado por los juegos de azar
irfa un poco ma&s lejos, escribiria la tabla de posibles realizaciones y se percataria de que el suceso

mads probable es el mimero 7 que posee una probabilidad de aparicion P(S (w) = 7) = %, es decir
aparecerfa un 17 % de las veces (suponiendo que se realizara muchas veces el experimento). En este
caso el modelo adoptado es la conocida regla de Laplace. El mejor estimador en este caso seria
por lo tanto S* = 7, al ser el suceso de mayor probabilidad. Por ejemplo si eligiésemos como estimador
el nimero 10, la probabilidad de aparicién se reduciria a la mitad. En este caso el conocimiento del
fenémeno posibilita la confeccién de diferentes estimadores con un cierto grado de certitud. Normal-
mente esto no suele ocurrir en el caso de los fenémenos naturales o en el caso general de los modelos
probabilistas, en los cuales se conoce un conjunto limitado de realizaciones del fenémeno sin saber
precisamente como han sido generadas. En mineria y en exploracion de yacimientos las decisiones
deben de ser tomadas al principio de la explotacion, en un momento en que nuestro conocimiento
sobre el fendmeno en cuestion es muy limitado, lo cual obliga a la realizacion de modelos de cuan-
tificacion probabilistas. Paraddjicamente un yacimiento minero cuando mejor se conoce es cuando ya
ha sido explotado y las ganancias o pérdidas financieras no pueden ser corregidas. Desde este punto
de vista los modelos probabilistas deben de ser modelos dindmicos, es decir deben poder ser alterados
segun aumenta la cantidad de informacidon disponible sobre el fenomeno analizado. Esta caracteristica
es una de las mds importantes en el caso de los modelos geoestadisticos.

Finalmente como veremos la ventaja que proporciona la teoria geoestadistica con respecto a la
estadistica cldsica, es que en las estimaciones se tiene en cuenta la estructura espacial del fenémeno
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estudiado. Esta caracteristica es muy importante, pues dos capas de carbén pueden poser los mismos
descriptores estadisticos y sin embargo corresponder a estructuras espaciales muy diferentes (figura
1). Ademds veremos que cuando una cierta variable, por ejemplo la potencia de una capa de carbén,
se describe por sus momentos estadisticos de primer (potencia media) y segundo orden (desviacién
tipica), implicitamente se ha asumido un cierto tipo de modelo de variacién espacial (sin ninguna
correlacién espacial) y por lo tanto de estimador (la media).

cmmocgysymnon
O

Figura 1: La importancia de la estructura espacial en minerfa.

2.3. Modelos mixtos

Por 1ltimo cabe adoptar un enfoque hibrido en el cual la ley de comportamiento es determinista,
sin embargo los pardmetros de los que depende el modelo (dada la incertidumbre que pesa sobre ellos)
son variables aleatorias. Este es el caso de las ecuaciones diferenciales estocdsticas. En el caso de los
modelos hidrogeoldgicos, se adoptaria como ley de comportamiento la ecuacién del flujo en un medio
poroso, sin embargo los pardmetros de permeabilidad y almacenamiento serian variables aleatorias. En
este caso la incertidumbre no proviene de la ley fisica que gobierna el sistema sino de los parametros de
los que depende dicha ley. Este tipo de modelos se utilizan por lo tanto en campos donde la fisica que
gobierna el problema estd tradicionalmente bien asentada, pero el rango de variacién de los pardmetros
que controlan el funcionamiento del sistema es tan elevada que es necesario introducir forzosamente
en el modelo una incertidumbre sobre su determinacion.

2.4. Metodologia de la Modelizacién

La modelizacién de cualquier problema se realiza en diferentes etapas:

1. Identificacién del problema

Es la primera fase de la modelizacién. Requiere un profundo andlisis del problema que se pretende
resolver y fijar cudles son los objetivos del modelo a desarrollar. Para ello debemos estudiar todos
los datos de los que disponemos y saber cuales son las variables principales que van a influir en
nuestro problema. También debemos establecer la precision que deseamos alcanzar con nuestro
modelo, y en funcién del anélisis anterior fijar el tipo de modelo adoptado, cara a la resolucién
de nuestro problema. En este caso, la existencia o no de una ley clara de comportamiento,
su complejidad, y la posibilidad o no de adquirir datos inclinardn la balanza hacia una de las
tipologias anteriormente comentadas.

2. Formulacién del modelo matematico

Es la fase denominada de conceptualizacién. En ella se establecen las hipétesis necesarias
para deducir las leyes de comportamiento del fenémeno estudiado, y se realizan las hipdtesis
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5.

simplificadoras necesarias de modo a obtener el modelo representativo més sencillo. En todo
caso debe de existir un compromiso entre complejidad y representatividad, de modo que los
resultados obtenidos en fases posteriores (simulacién) sean extrapolables al mundo real, cara a
cumplir los objetivos prefijados en la primera fase.

En esta fase se estudia cémo influyen los diversos factores que intervienen en nuestro problema,
se fija la terminologia de las variables analizadas y se decide (si es necesario) el método de
muestreo de dichas variables.

Simulacién

La simulacién se realiza mediante diferentes métodos, ya sean algebraicos, estadisticos o numéri-
cos. Para esta fase de la modelizacién se requieren programas informaticos (uso del ordenador
como intrumento de cédlculo) que permitan aligerar la fase de generacién y explotacién de resul-

tados: preproceso (entrada de datos), simulacién numeérica y postproceso (salidas de resultados
gréficas y alfanumeéricas).

Interpretacién y control de calidad de resultados

Se establece cual es la sensibilidad del modelo (a los pardmetros de los que depende) asf como su
capacidad para adaptarse a los requerimientos del problema. Para ello se deben tener en cuenta
ciertas consideraciones que afectan a los datos y a los paramétros del modelo elegido. En esta
fase se realiza:

= una comparacién del modelo con la realidad, estableciendo las validaciones oportunas,
para comprobar que éste es capaz de proporcionar una solucién al problema con la precisién
deseada. Las validaciones pueden ser de distintos tipos: fisicas, con datos, con modelos
sintéticos, etc.

= un andlisis de su precisién, comparando la precisién alcanzada con la que se habia
establecido como deseada. Si el modelo no alcanza dicha precisién deberemos considerar su
validez y analizar cudles son las causas de la falta de precisién, por lo que se debe repetir
el proceso de modelizacién desde la primera fase. Por contra si el modelo alcanza el rango
de precision requerido se continda con la siguiente fase.

Fase de post proceso

En esta fase se analiza el cumplimiento de los objetivos fijados para el modelo y se planifica la
futura utilizaciéon del modelo en la resolucién del problema para el que ha sido disenado.

Finalmente en todo proceso de modelizacién hay algunas generalidades que hay que tener en cuenta
para realizar el mejor trabajo posible:

Modelizar un fenémeno requiere mas esfuerzo que el simple hecho de estudiarlo ya que se re-
aliza un ejercicio de abstraccién en el cual se deben analizar las hipétesis realizadas, los datos
obtenidos, etc... y razonar sobre los mismos con el fin de realizar una correcta estimacion.

Cuando se modeliza siempre cabe la tentacién de no hacer nada porque se puede hacer poco.

En la modelizacién los datos de partida de los que se disponen tienen gran importancia, ya que
con unos datos insuficientes o con unos datos “contaminados” el modelo resulta inservible.

Siempre se debe asumir que un modelo es mejorable, y que quizéds la solucién proporcionada
por el modelo obtenido no sea la correcta y no se ajuste a la realidad. Es por este motivo que
siempre debe de haber una fase de calibracién y valoracién antes de dar éste como bueno.

Modelizar correctamente significa avanzar en el conocimiento del mundo que nos rodea, ya que
“un modelo es la conjuncidn armonica del arte y de la ciencia.”

En definitiva, los modelos son para ser usados, no para ser creidos.
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3. Variables Regionalizadas y funciones aleatorias

La teorfa geoestadistica aborda el estudio y modelizacién de variables que se denominan regionali-
zadas, que de forma intuitiva podemos definir como fenémenos espaciales que posee dos aspectos
complementarios:

1. a nivel local un aspecto aleatorio asociado con las variaciones errdticas e impredecibles de la
variable,

2. a nivel global un aspecto general estructurado que refleja las caracteristicas generales del fené-
meno (figura 2).

Las variaciones erréticas a pequenia escala de la V.R. son precisamente las que dificultan su mode-
lizacién, tratamiento o descripcién mediante un modelo determinista. En la teorfa de las V.R. este
problema de modelizacién se soluciona mediante la interpretacién de una V.R. como la realizacién
de una funcién aleatoria, que resulta ser estructurada, cuando se tiene en cuenta tinicamente su
comportamiento a gran escala, y errdtica o aleatoria cuando tenemos en cuenta el comportamiento
a pequenia escala. Muchos fenémenos naturales presentan estas caracteristicas, y es por ello, que no
resulta sorprendente que el formalismo de las funciones aleatorias se aplique fundamentalmente al
estudio de fenémenos naturales.

z(x) 4
W
ASPECTO ESTRUCTURADO GLOBAL

Figura 2: Aspectos de una variable regionalizada
Ejemplos de variables regionalizadas pueden ser:

s En hidrologia subterrdnea: la conductividad hidrailica, la porosidad, el nivel piezométrico de un
acuifero, la permeabilidad, etc.

= En meteorologia: la precipitacién, la presioén, la temperatura, la velocidad del viento, etc.
= En cartografia: la altitud geodésica, la pendiente, etc...

= En medio ambiente: la concentracién de un cierto contaminante en un medio, la resistividad,
etc.

= En reconocimiento forestal: la distribucién de manchas forestales, la cosecha por unidad de érea,
etc..
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= En mineria: la profundidad del techo de una capa, la potencia de la misma, su contenido en
azufre o en cenizas, etc.

Los métodos de la Geoestadistica se pueden considerar como una extensién de las series tempo-
rales. En este caso la variable objeto de estudio se considera una realizacién de una funcién aleatoria
dependiente del tiempo, mientras que en la geoestadistica los fendmenos objeto de estudio se conside-
ran una realizaciéon de una funcién aleatoria dependiente del espacio y eventualmente también del
tiempo (procesos espacio-temporales).

Los siguientes conceptos son de interés en lo que sigue:

» Funcién aleatoria continua

Una funcién aleatoria Z (x) es una aplicacion del espacio R™ (normalmente uni, bi o tridimension-
al) en un espacio de variables aleatorias, es decir, a cada punto del espacio le hace corresponder
una variable aleatoria.

= Variable regionalizada continua

Una variable regionalizada z(x) es una realizacién de una funcién aleatoria, es decir, una funcién
real de una, dos o tres variables (las coordenadas).

En la préctica disponemos de una muestra de la variable regionalizada continua z(x) sobre un
conjunto de m puntos de muestreo x,, regular o irregularmente repartidos en el dominio de estudio
(red de muestreo). Introducimos por tanto las siguientes definiciones:

» Funcién aleatoria discreta

Una funcién aleatoria discreta Z (x,) es el conjunto de variables aleatorias definidas sobre la
red de muestreo x,, (figura 3). También se denomina vector aleatorio de tamafio m asociado a
la red de muestreo x,, (figura 3):

Z (%) =12 (%x1), Z (x2) ..., Z (xm)] -

Variable aleatoria z(X,)

Variable aleatoria z(xg) |

Figura 3: La nocién de F.A. discreta.

= Variable regionalizada discreta

Se denomina variable regionalizada discreta a cualquier muestra z(x,) de tamafio m. La variable
regionalizada discreta es un vector m—dimensional, y se considera en el &mbito del modelo como
una realizacién de la funcién aleatoria discreta Z (xq) .
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En la practica imaginemos que poseemos una red de muestreo {Xa}azl,---,m v que hemos realizado
n campanas de medida. Dichas informaciones pueden ser estructuradas en una matriz de realizaciones

1,1 1 1
R=| A1 * %3 Zm
n n n n

21 22 %3 Zm

Cada una de las filas de la matriz es una variable regionalizada relativa a la funcién aleatoria

Una de las cuestiones abordadas en Teoria Geoestadistica consiste en analizar si las componentes
del vector aleatorio Z (x,) estdn correladas o no. El estudio de esta cuestién se denomina Correlacién
Espacial, y es uno de los problemas bdsicos abordados en un estudio geoestadistico (Analisis Estruc-
tural). Normalmente dicha correlacién depende del médulo y de la direccién del vector separacion
entre los puntos de muestreo x, — x3. En el caso en que las variables aleatorias que forman el vector
aleatorio Z (x,) sean dependientes, se puede decir que el fenémeno presenta una estructura espacial
con una cierta regularidad (continuidad y suavidad). Si fuesen independientes, sus realizaciones no
estarian correlacionadas, y diremos que el fenémeno regionalizado presenta una estructura espacial
discontinua e irregular, en cuyo caso, como veremos posteriormente, el mejor descriptor espacial es la
media, siendo las técnicas geoestadisticas inoperantes.

3.1. Inferencia de una funcién aleatoria

Para describir la funcién aleatoria Z en la prictica, nos contentamos con determinar los momentos
de primer y segundo orden de la funcién aleatoria Z (x). Recordamos la definicién de los mismos:

s La FEsperanza, media, tendencia o deriva:
E[Z ()] =m(x).
Se trata de un momento de centralizacién de Z (x). En el caso mds general la media es local, es

decir, en el caso de un yacimiento minero la variable estudiada poseerfa una media que dependeria
de la localizacién espacial del sondeo.

= La varianza:
o* (x) = Var [Z (x)] = E{1Z (x) - m (x)]*},
La desviacién tipica se define como la raiz cuadrada de la varainaza e indica la dispersion en
torno a la media.
= La funcion de covarianza:

Cxy) = E{[Z(x) =m&)][Z (y) —m(y)]}

La funcién de covarianza es una medida de la similitud o parecido entre las variables aleatorias
Z (x) y Z (y) que toman valores en los puntos respectivos x,y de nuestro yacimiento.

= El semivariograma:
160y) = 3B {200 - 20}
El variograma se define como 27 (x,y)!, y mide la dispersién entre las variables aleatorias Z (x)
y Z(y)-
Cxy)
o(x)o(y)

1Sin embargo se usa indistintamente ambos términos para referirse a v (x, ).

s El correlograma p(x,y) =
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3.2. Hipétesis de modelizacién

Planteemos el problema de la estimacién: dada una variable regionalizada z(x) (por ejemplo de
génesis minera) que tenemos muestreada en un conjunto de puntos de muestreo x,, (sondeos en nuestro
caso), deseamos realizar una estimacién de z(x) en un punto no muestreado xg, que denotaremos
2*(xg). Cabe preguntarse jqué tipo de hipdtesis son necesarias para resolver dicho problema en la
préactica?. Caben diferentes alternativas.

3.2.1. Hipétesis estacionaria de segundo orden

Si denominamos Z (x) a la funcién aleatoria que modeliza nuestra variable reagionalizada z (x),
diremos que es estacionaria si:

1. 3 E[Z (x)] =m, V¥x, i.e., la media existe y no depende del punto (en nuestro caso significa que
el yacimiento posee media constante)

2. Para toda pareja de variables aleatorias {Z (x + h), Z (x)}, su covarianza
C(x+h,x)=E[(Zx+h)—m)(Z(x)—m)]

existe y sé6lo depende del vector de separacion h, es decir, si se tratase de la potencia de una
capa de carbon significa que el parecido entre dos potencias depende de su distancia, y por lo
tanto potencias méds cercanas poseerdn mayor parecido.

Es importante resenar que ésta hipétesis solventa el problema de la estimaciéon dado que permite
conocer el parecido estructural C' (x,,X,) entre el dato z(x,) y la incégnita z(xg) en funcién de la
distancia entre ambos sondeos x, y Xo sin conocer previamente el valor de z(x¢) (que es de hecho
nuestra incégnita).

La estacionariedad ademads posee otras consecuencias importantes:

» la varianza de Z (x), 02 = Var [Z (z)] existe, es finita y no depende de z, i.e.,
027 (x)] = Var [Z (x)] = Var(Z(x + h)) = E [(z (x) — m)ﬂ = C(0).

= el semivariograma también es estacionario, depende sélo del vector de separacion h y estd rela-
cionado con la covarianza, verificindose

29(b) = E{[Z(x+h) -2} =E{{(Zx+h)—m) - (Zx) -m]’} =

= (E {(Z(erh)fm)Q} + F [(Z(X)*m)ﬂf

Var[Z(z+h)]=C(0) Var[Z(x)]=C(0)

—2E[(Z (x+h) —m) (Z (x) —m)]) =2Var[Z (x)] — 2C (h) =

20(h)

= 20(0)—2C (h),

es decir,

7 (h) = C(0) - C(h). (2)

Esta relacién implica que el variograma es otra medida del parecido estructural andloga a la
covarianza.
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= Kl correlograma es estacionario y depende sélo del vector de separacién h :

p (2t ), 2) = A0~ T o)

12
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Observaciones

3.2.2.

2.

Cuando las funciones anteriores C,~, p dependen solamente de || h || se dice que el fenémeno
regionalizado es isdtropo. En cualquier otro caso se dice anisdtropo.

La relacién (2) podria hacernos pensar que en el caso de F.A. estacionarias, el semivariograma
es repetitivo, redundante e innecesario ya que se puede deducir de la funcién de covarianza. Sin
embargo el semivariograma es independiente del valor de la media, mientras que la covarianza
requiere su estimacion, de ahf la ventaja de considerar el primero cuando la media es desconocida.
En este sentido podemos decir que « (h) es un estadistico espacial més conveniente que C (h).

Normalmente el semivariograma es una funcién monétona no decreciente, ya que al aumentar
h también aumenta la diferencia entre Z (x + h) y Z (x), i.e., disminuye su correlacién espacial.

Conviene resenar que la hipétesis estacionaria de segundo no es una entelequia matematica sino
una decisién de modelizacién, y aunque no es verificable en la prictica pues atafie al modelo,
conviene asegurarse que el andlisis geoestadistico se restringa a dominios donde ésta parece
cumplirse.

Propiedades de la covarianza y del variograma de la F.A. estacionarias

. Propiedades de la funcién de covarianza

Condicién de positividad

C' (h) debe de ser semidefinida positiva para asegurar que la matriz de covarianzas muestral lo sea
y el problema de estimacién (krigeado) esté correctamente planteado (posea una unica solucién).
Esta es la razén por la que no se puede trabajar con los variogramas y covarianzas experimentales
o muestrales y se deben ajustar unos modelos tedricos que verifiquen esta restriccién.

C(0) =Var(Z(x)) >0, es decir la varianza es la covarzianza a distancia cero, donde se alcanza
el maximo grado de parecido estructural dado que se comparan las variables aleatorias con ellas

mismas (C (h) < C(0)).

C (h) = C (—h), es decir el parecido entre las variables Z (x) y Z (x + h) y las variables Z (x — h)
y Z (x) es el mismo.

C (h) < C(0), para ello basta tener en cuenta que:

ogE{[Z(Hh)—Z(x)f}:20(0)—20(h).

En la préctica los fenémenos que modelizaremos poseen un modelo de covarianzas que se anula
a una distancia finita denominada, alcance, rango o zona de influencia. A esta distancia,
denotada por a, para la cual C(a) = 0, se verifica por tanto p(a) = 0, es decir dos variables
Z (x) vy Z (x + h) no poseerdn parecido si estdn una distancia superior al alcance. Esta distancia
caracteriza la transicién entre el estado de correlacion espacial (|| h||< a) y la ausencia de
correlacion (|| h ||> @) y es importante a la hora de definir el entorno de estimacién de la F.A.
en un punto xg. Ademds en mineria es muy importante pues nos proporciona un criterio claro
para disenar las futuras campanas de sondeos (dos sondeos separados a mayor distancia que el
alcance no poseeran parecido).

Propiedades del variograma

Son consecuencia de las propiedades para este tipo de F.A. de la funcién de covarianza:
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= Condicién de negatividad

v (h) debe de ser semidefinida negativa para asegurar que el problema de estimacién (krigeado)
esté correctamente planteado.

= 7v(0) = 0. Posteriormenre veremos que el variograma experimental suele poseer una discon-
tinuidad? en el origen, denominada efecto de pepita. También veremos que el efecto pepita debe
de ser tratado como una estructura espacial auténoma, en la cual influyen los errores en las
medidas (por otra parte siempre presentes en mayor o menor cuantia) y las microvariabilidades
no observables a la escala h de nuestro muestreo.

. () = (-h),

= El variograma debe de crecer en el infinito menos que la pardbola g(h) = ||h||*. De hecho en el
caso de funciones estacionarias esta propiedad es evidente, pues el variograma debe de alcanzar
la meseta a la distancia finita a (alcance). Esta propiedad es importante sin embargo a la hora
de juzgar si una F.A. satisface o no la condicién de estacionariedad?, es decir si existen o no
diferentes medias locales.

La figura 4 muestra la grafica de las funciones covarianza y variograma de una F.A. estacionaria
de segundo orden y un variograma experimental correspondiente a una V.R. de este tipo.

Y(h)!c(h) A ¥ihD
o d
07z
083
meseta 054
) vl
27
C(h) 0418
ooe b

» 0 L L L L L L L L L

4 0 81 180 240 320 400 480 460 G40 720

alcance h "

Figura 4: Variograma y covarianzas tedricos y variograma experimental de una F.A.
estacionaria de segundo orden.

3.2.3. F.A. no estacionarias

La hipdétesis estacionaria se puede aplicar a funciones que poseen una varianza y una covarianza
finitas, lo que se traduce en una variabilidad espacial también finita. Sin embargo, existen funciones
aleatorias y fenémenos fisicos que no verifican este tipo de hipétesis. Este tipo de funciones aleatorias
se dicen no estacionarias. Por este motivo es necesario introducir nuevas hipétesis para incrementar el
ambito de trabajo de la teorfa geoestadistica. Este es el caso de las F.A. que aparecen en hidrogeologia
(el nivel piezométrico) o en mineria (la profundidad del techo o del muro de una capa de carbén con
buzamiento).

En la practica se manejan diferentes modelos:

2Bs importante comprender que se trata de una discontinuidad dado que por definicién v (0) = E [Z (x) — Z (x)]2 = 0

3Como veremos dicho comportamiento en el infinito también es propio de las F.A. intrinsecas.
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3.2.4. Funciones aleatorias intrinsecas

Se dice entonces que la F.A. es intrinseca’, cuando verifica las siguientes propiedades:

1. 3E[Z(x+h)—Z(x)]=0, Vh,
2. FVar[Z(x+h)—Z(z)]=f(h)Vh,

es decir, si considerados los incrementos de la F.A., éstos poseen media nula y una varianza
finita que depende sélo del paso h.

Observaciones

= Se suele decir en la préctica geoestadistica que los incrementos son estacionarios.

= En este caso es sencillo demostrar que se puede inferir el variograma de la F.A. Z(x) y se verifica:

V. (h) =Var[Z(z+h) = Z(2)] = [ (h).

= A diferencia de las F.A. estacionarias, en este caso no se puede asociar al variograma ~y, (h) un
modelo de covarianzas, es decir, la igualdad [2] no es cierta. Ademé&s dicho tipo de funciones
suelen estar caracterizadas por tener una varianza (variabilidad estadistica) infinita, es decir, la
covarianza no estd definida para h = 0.

= Las F.A. intrinsecas verifican que el variograma crece menos que la parabola ||hH2 a grandes
distancias, por lo tanto el variograma lineal -y, (h) = ah es tipico de éste tipo de funciones
aleatorias.

= Finalmente cabe resenar que una funcién aleatoria estacionaria de segundo orden es siempre
intrinseca, sin embargo el reciproco no es cierto.

3.2.5. Funciones aleatorias no intrinsecas

Decimos que Z (z) es una funcion aleatoria no intrinseca® cuando se dan las siguientes circunstan-

cias:

= su esperanza matematica presenta una deriva, i.e., E[Z (x)] = m (x), es decir la media depende
del punto del yacimiento donde es considerada,

= sus incrementos de primer orden [Z (x + h) — Z (x)] no verifican la hipdtesis intrinseca.

Para trabajar con este tipo de variables en la practica geoestadistica se suelen manejar dos tipos
de modelos:

1. F.A. residuales

Son aquellas que pueden ser expresadas como la suma de una componente determinista m (x),
denominada tendencia o deriva y de una componente estocdstica o residuo R (x), estacionario con
media nula y variograma +, (h). En este caso se tiene que

29, (x+hx) = B{lZ(x+h)-Zx)]’}= (3)

E{[R(x+h) = R’} + (m(x+h) - m(x)’ =
— 2y () + (m (x+ ) —m (x))°

10 débilmente estacionarias.
5 . . R
°También se conocen como funciones aleatorias intrinsecas de orden k > 0.
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Si la deriva es lineal entonces m (x +h) —m (x) = [ (h) y el variograma crece como mfnimo con ||h]?,
que es la caracteristica fundamental de las funciones aleatorias no intrinsecas. Ademds para valores
pequeiios del paso, el término (m (x +h) — m (x)) es muy pequeiio , y por lo tanto v, (x + h,x) =
~vg (h), es decir la variable se comporta como estacionaria a pequenas distancias y su variograma
intenta estabilizarse en torno a una meseta, denominandose v (h) Variograma subyacente (figura 5).
Sin embargo segtin h crece, empieza a influir notablemente el efecto de la deriva (m (x +h) — m (x))?,
mostrando un crecimiento igual o superior al parabdlico.

»

v(h) 4 Efecto de la deriva

Pseudomeseta

Variograma
subyacente

v

Alcance del variograma
subyacente h

Figura 5: Variograma de una F.A. residual.

Este caso se suele plantear para la profundidad de techo o de muro de una capa de carbén con
buzamiento. La manera de operar es mediante la técnica denominada de Krigeado Residual, que
consiste en:

= ajustar la deriva m (x) — m (x),

» determinar los residuos en los puntos de muestreo R (x,) = Z (Xo) — m (X,) y comprobar® que
se trata de una variable estacionaria de media nula,

» estimar R* (xo) en los puntos no muestreados,
= restituir la deriva Z* (xo) = m (xo) + R* (x0) .

2.Funciones aleatorias cuasi-estacionarias o cuasi-intrinsecas

Consiste en considerar las F.A. estacionarias o intrinsecas no a escala global (la del yacimiento),
que no lo son, sino si restrigirse a un determinado entorno y para distandias limitadas |h| < b, para las
cuales la F.A. o sus incrementos se pueden considerar estacionarios. En este caso, se dice que la funcién
aleatoria es cuasi-estacionaria o cuasi-intrinseca. Esta manera de trabajar es muy logica, dado que
en la préctica la estacionariedad suele estar ligada a la escala de trabajo, de modo que fenémenos que
reflejan un comportamiento no estacionario a gran escala (presencia de una deriva regional) pueden ser
considerados estacionarios a escala local (dentro de su recinto de cuasiestacionariedad). Es importante
ademds resenar que esta hipdtesis de estacionariedad local supone un compromiso entre la escala a la
cual la funcién aleatoria se puede suponer estacionaria y la cantidad de datos de los que se dispone
en dicho entorno’. Esta metodologia de modelizacién da lugar a lo que se conoce como Krigeado en
un entorno (figura 6).

6En rigor esta hipGtesis no es comprobable; sin embargo se calcula el variograma de la V.R. R (xq) y se verifica que
alcanza una meseta.
"La geoestadistica sin datos es inoperante e irrealizable.
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Figura 6: Krigeado en un entorno. B (zg) denota el recinto de cuasiestacionariedad en
torno a la incégnita x(, donde se toman los datos para realizar la estimacién.

En el caso en que la funcién sea considerada cuasi-estacionaria, la cuestién es cémo inferir su
estructural espacial. Suelen utilizarse diferentes técnicas:

= inferir el variograma en una direccién en la que el fenémeno sea estacionario y considerar éste.
Por ejemplo en modelos hidrogeolégicos, como en el caso de variables techo y muro de capas
buzantes, los variogramas calculados en direcciones perpendiculares al gradiente piezométrico o
al gradiente de cota (segun horizontales del plano de capa), muestran variogramas de transicién
(que se estabilizan en torno a una meseta).

= adoptar el variograma inferido en una zona en la que el yacimiento pueda ser considerado como
estacionario.

= Finalmente en el caso en que la variable regionalizada pueda ser modelizada mediante una F.A.
de tipo residual, en la cual la deriva a pequenas distancias no posea influencia, se suele adoptar
como modelo espacial el variograma subyacente (figura 5).

En cualquier caso no hay que olvidar que en un modelo geostadistico la ley de comportamineto
reposa en los datos observados, y aunque el modelo espacial adoptado no refleje todas las peculiaridades
de la V.R., la estimacién depende en gran medida de los valores muestreados.

4. Fases de un proyecto geoestadistico

Las diferentes fases de un proyecto geoestadistico en orden de ejecucién son las siguientes:

1. Anslisis estadistico de datos,
Analisis estructural,

Estimacién o Krigeado

- WD

Simulacién condicional

Mientras que las dos primeras tratan sobre la caracterizacion estadistica y espacial de los datos,
las dos ultimas pertenecen al ambito de la extrapolacion - interpolacion de informacion.

En un proyecto geoestadistico la fase de Analisis estructural es primordial pues de ella dependerd
la caracterizacién de la estructura espacial de nuestro fenémeno regionalizado y por tanto la calidad
de los estimadores disenados a posteriori.

En la fase de estimacién o krigeado se pretende construir el mejor (minimiza la varianza o error
de estimacion) estimador lineal (combinacién lineal de los datos disponibles), insesgado (la media del
estimador coincide con la de la poblacién, sea ésta conocida o no a priori). Estos estimadores también
se denominan BLUE (Best Linear Unbiased Estimator) o BLUP (Best Linear Unbiased Prediction,).
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En la fase de simulacién condicional se pretende alcazar un objetivo diferente al de la estimacion,
que es el de producir simulaciones que reflejen la variabilidad espacial del fenémeno y que respeten
los datos observados, sin exigir la condiciéon de BLUE, de ahi la importancia de un buen filtrado de
datos anémalos y de una buena caracterizacién de la estructura espacial (fases 1y 2).

Resumiendo, la fase 1 nos ayudard a disenar el estudio geoestadistico de manera que se respeten las
hipétesis de modelizacion. La fase 2 es crucial en el establecimiento de los pesos de estimacién, por lo
que en caso de dudas debe tenderse a estructuras conservadoras, aseveradas por nuestro conocimiento
del fenémeno regionalizado, para evitar la generacién de artefactos en las fases 3 y 4. La fase 3 produce
la mejor realizacién suave del fenémeno regionalizado; mientras que lo que se pretende en las fase 4
es producir diferentes simulaciones equiprobables que pese a no ser éptimas con respecto al criterio de
minima varianza de estimacién, respeten los datos y reflejen mejor la variabilidad espacial del mismo.

Cabe destacar que en un proyecto geoestadistico gran parte del peso del mismo recae en la fase de
andlisis estructural.

4.1. Analisis estadistico de datos

El an4lisis estadistico de la informacion disponible posee una gran importancia, pues pese a que
los pardmetros estadisticos no reflejan la estructura espacial del fenémeno regionalizado, la calidad
de la informacién entrante determina la calidad y fiabilidad de los resultados obtenidos mediante la
aplicacién de las técnicas geoestadisticas.

Sus objetivos son los siguientes:

1. la caracterizacién del tipo de distribucién estadistica de los datos observados. Este punto es
importante dado que los estimadores geoestadisticos son 6ptimos si la F.A. es normal.

2. La distinciéon de diferentes poblaciones de datos, que merecerian un trato geoestadistico individ-
ualizado.

3. El disefio de filtros adecuados en el caso de datos especialmente anémalos (outliers) que pudieran
bien enmascarar, bien alterar, la estructura espacial del fenémeno.

4.1.1. Tablas de frecuencias e histogramas

Una de las formas mas comunes de presentar datos es mediante el uso de tablas de frecuencias
y sus correspondientes histogramas. Una tabla de frecuencias muestra los datos agrupados en ciertos
intervalos de clase indicando cudntos pertenecen a cada intervalo, asi como su frecuencia relativa al
nimero total de datos expresada, normalmente, en tanto por ciento. Es usual tomar intervalos de clase
de longitud constante para que la altura de cada barra sea proporcional al nimero de datos de cada
clase.

Intervalo de clase | Numero de datos Frecuencia

a; <v; <b; n; (nZ/N) -100% (4)

Tabla de frecuencias : v; son los datos que estdn incluidos en un cierto intervalo de
clase que tiene como extremos a; y b;, n; el nimero de datos de dicho intervalo y N el
nimero total de datos.

También se utilizan tablas de frecuencias acumuladas, en las cuales los datos se agrupan en inter-
valos de clase, pero en este caso, dentro de cada intervalo de clase se consideran aquellos datos que son
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menores que un cierto valor. También se indica la frecuencia, que en este caso se denomina frecuencia
acumulada de dichos datos:

Intervalo de clase | Numero de datos | Frecuencia acumulada

av; < a; na (ng, /N) -100 % (5)

Tabla de frecuencias acumuladas: av; son los datos incluidos dentro de cierta clase de
distancia que tiene como extremo superior a;, n,, €s el nimero de datos incluidos en dicho
intervalo y N es el nimero total de datos.

La manera més frecuente de visualizar una tabla de frecuencias (sea simple o acumulada) es medi-
ante el uso de histogramas. En los histogramas se adjunta una decripcién detallada de los siguientes
pardmetros estadisticos de la poblacién:

Numero total de datos analizados
Numero de datos excluidos
Media, mediana y moda (u, M, m)
Desviacién tipica (o)

Coeficiente de variaciéon (C'V)
Méximo y minimo (méx, min)

Cuartil superior y cuartil inferior (Cj, C;)

Observaciones

1.

La media, la mediana y la moda son medidas de localizacién del centro de la distribucién.
Suponiendo los datos ordenados z1 < z2 < ... < x, la mediana viene dada por la expresién

Tn+1 si n es impar
2
M = 6
xg + Tpt1 (6)
5 2 si n es par

. La mediana posee la ventaja con respecto a la media de ser una medida de localizacién més

robusta con respecto a valores erraticos de los datos.

. La moda es el valor que posee una mayor frecuencia en la poblaciéon. Posee la desventaja de

depender de la precisién de los mismos.

La desviacién tipica y la distancia entre cuartiles superior e inferior son medidas de dispersién
de la poblacién. Al no utilizar ésta tltima la media como medida de localizacién, es preferible a
la desviacién tipica en el caso de valores errdticos presentes en la poblacion.

. El coeficiente de variacién se define como

o
CV =-—
I
e indica la variacién relativa de la desviacién tipica con respecto de la media. Es ttil para com-
parar la precisién de dos conjuntos de datos diferentes, siendo més preciso aquel cuyo coeficiente
de variacién sea menor.
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Como ejemplo la figura 6 muestra el histograma de las leyes en oro del yacimiento de Carlés
(Asturias) en el cual aparecen todos los pardmetros comentados con anterioridad. En este caso la
V.R. no posee un cardcter normal.

Carles Gold x=3000 to 3300 Num.data3748
500 Num.trimmed dafte2
b media .9699
] std.deviatior2.1297
i variation coe®2.1958
-400 maximumL8.2800
7 Upp.quartil8070
] median.1000
i Low.quartib070
& .300_] minimumO0000
g §
E,' i
% 2007
.100_]}
-Oooih%“ﬁw-‘”_”_”_”_‘m
.0 2.0 4.0 6.0 8.0 10.0

Variable
Figura 6: Histograma de la ley en oro del yacimiento de Carlés (Asturias).

4.1.2. Gréficos de calificacién normal y lognormal

Como ha sido anteriormente mencionado, los métodos geoestadisticos de estimacién asumen im-
plicitamente que la distribucién estadistica de los datos es Gaussiana, o al menos, se aproxima mucho
a ésta. La distribuciéon Gaussiana es quizds la que se presenta con mayor frecuencia en la practica. La
justificacién de este hecho es una consecuencia del Teorema Central del Limite que indica que la suma
de un gran nimero de variables aleatorias tiende a ser normal, prescindiendo de las distribuciones de
cada una de ellas. Este suele ser el caso de gran parte de los fenémenos estudiados en las ciencias de
la tierra, que se generan debido a la interacién de multitud de factores (incluidos los errores de medi-
da), muchos de ellos desconocidos, a los que se les puede asignar una interpretacién estocdstica. Sin
embargo, en la bibliografia se encuentran reflejados numerosos ejemplos de variables reagionalizadas
que exhiben un comportamiento diferente al gaussiano. Por ejemplo, la permeabilidad de un acuifero
o las leyes en un yacimiento de oro, poseen un marcado cardcter lognormal. En dichos casos, es nece-
sario proceder a una anamorfosis de dichas variables, dado que una vez transformadas en normales
los estimadores geoestadisticos proporcionaran resultados éptimos. Por tanto es importante evaluar el
grado de aproximacién de los datos muestrales a una distribucién normal.

Existen numerosos test de normalidad. Entre éstos destacan por su sencillez los graficos de califi-
cacién normal que son un tipo de graficos de probabilidad acumulada cuya versatilidad radica en que
la decisién de normalidad se visualiza gréficamente: el eje de ordenadas se escala de tal forma que si
la distribucién fuese gaussiana, las frecuencias acumuladas se alinearfan sobre una recta. Con ayuda
de éstos es relativamente sencillo decelar la existencia de varias poblaciones de datos en un misma
muestra, estimar la importancia porcentual de cada una de ellas, asi como la lectura de las principales
medidas de localizacién y dispersién estadisticas.

La figura 7 muestra el grafico de calificacién normal del caso comentado con anterioridad. Pueden
observarse dos tramos lineales correspondientes a los valores de leyes (0,0,3), (0,3,11).
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Figura 7: Grafico de normalidad de la ley en oro del yacimiento de Carlés (Asturias).

5. Analisis estructural

5.1. Resumen

Hasta ahora nos hemos ocupado de establecer hipétesis que nos permitan modelizar una variable
regionalizada mediante una funcién aleatoria, con el fin de poder inferir sus momentos de primer y
segundo orden, que en Geoestadistica lineal son los que nos interesan de cara a la estimacién y simu-
lacién del fenémeno analizado. Para inferir el semivariograma se calcula el denominado semivariograma
experimental 6 muestral. Este proporciona una funcién sumamente irregular que resulta no tratable
matematicamente, dado que hemos visto que las funciones teéricas de covarianza y/o semivariograma
deben de cumplir ciertos requisitos de positividad y/o negatividad. El andlisis estructural trata de
determinar la estructura espacial de la V.R. objeto de estudio a partir del ajuste del semivariograma
experimental a unos modelos tedricos previamente introducidos. Estos permiten construir los sistemas
lineales tanto del krigeado (estimacién) como de la simulacién. Los pardmetros de estos modelos teéri-
cos (alcance, meseta, comportamiento en el origen, comportamiento direccional y comportamiento a
grandes distancias) son los que nos indican las caracteristicas estructurales de la regionalizacion.

5.2. Caracterizacién del variograma tedrico

Sus parametros de interés son los siguientes:

5.2.1. El alcance y la meseta

En el caso en que la funcién aleatoria Z sea estacionaria, el semivariograma -y alcanza un valor
limite constante llamado meseta que coincide con la varianza de Z, i.e., 3||h| = a, tal que

7 (a) =Var[Z (x)] = C(0)

La distancia a a la que se alcanza este valor se denomina rango o alcance, y marca la zona de infuencia
en torno a un punto de muestreo a partir de la cual (h > a), Z (x + h) y Z (x) no estan espacialmente
correladas.

5.2.2. El comportamiento en el origen

El comportamiento en el origen proporciona informacién sobre la regularidad o suavidad del fené-
meno regionalizado. Para ello consideremos en principio tres casos:
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a. comportamiento parabdlico: la funcién de covarianza en un entorno del origen (correlacién
a pequenias distancias) se puede escribir:

Ih]—0
~Y

2
C(h) C(0) = alh[”,
con lo que la correlacién es muy alta a pequenas distancias y la variacién de la V.R. en dos puntos
préximos es pequena, es decir, se trata de V.R. muy suaves. Segiin aumenta « (pendiente en el origen
del variograma) diminuye la regularidad de la V.R.

b. comportamiento lineal: la funcién de covarianza en un entorno del origen (correlacién a
pequenas distancias) se puede escribir:
|hlL—>O

\
C(h) C(0) — |,
con lo que la correlacién diminuye como «|/h| >> a|h|® y es indicativo de V.R. continuas pero
con menor regularidad que en el caso anterior. Asimismo la regularidad de la V.R. disminuye segin
aumenta « (pendiente en el origen del variograma).
c. efecto pepita puro: la funcién de covarianza en un entorno del origen (correlacién a pequenas

distancias) se puede escribir:
[Ih]|—0

C(h) "~ 0, v(h) = Co Vh,
que indica una ausencia total de correlacién a pequenas distancias, con lo cual el campo es muy
irregular.
d. caben combinaciones de los comportamientos parabélico y lineal con un efecto pepita
en el origen, lo cual implica una regularidad de la V.R. inferior a los casos correspondientes sin pepita.

5.2.3. El comportamiento en el infinito

El comportamiento a grandes distancias del variograma es importante para poner de manifiesto
la presencia de efectos no estacionarios, dado que como vimos, en el caso de V.R. estacionarias e
L , P 2
intrinsecas, éste debe de ser un infinito de menor orden que ||h||”.

5.2.4. El comportamiento direccional

Distinguimos varios casos:

1. Isotropia: cuando el variograma  (h) sélo es funcién de ||h||, no dependiendo de la direccién.
En este caso la variabilidad estadistica (meseta) asi como espacial (alcance) de la funcién aleatoria Z
es idéntica en todas la direcciones del espacio.

2. Anisotropia geométrica o eliptica: cuando la varaibilidad estadistica de la F.A. es idéntica en
todas las direcciones, poseyendo la variabilidad espacial dos direcciones principales de alcance maximo
y minimo, ajustdndose el resto de alcances en las distintas direcciones a una elipse de anisotropia que
posee como semiejes dichos alcances. La anisotropia eliptica queda pues determinada por los siguientes
pardmetros®:

= meseta,

» direccién de alcance maximo ¢ y ratio de anisotropfa A\ = —.
Améx

Conocidos ¢ y A es posible transformar el modelo anisétropo (elipse) en un modelo isétropo
(circulo) que nos permita trabajar con una tnica caracteristica estructural en todo el dominio de la
V.R.

8Nos referimos a V.R. bidimensionales. En el caso de V.R. tridimensionales esto se generaliza para el elipsoide
anistropia.
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3. Anisotropia zonal

Una F.A. se dice que presenta una anisotropia zonal si su variabilidad estadistica y espacial varfan
segin las distintas direcciones del espacio. Este tipo de anisotropfa se suele interpretar como la super-
posicién de distintos modelos de variabilidad espacial (estructuras anidadas).

5.3. Algunos modelos tedricos de variograma

Presentamos algunos de los modelos tedricos de variograma mds utilizados en la préctica geoes-
tadistica y que estdn presentes en la mayoria de los programas comerciales de geoestadistica, dado
que cubren practicamente una amplia gama de aplicaciones.

Los modelos tedricos de semivariograma se pueden clasificar segtin la aparicién o no de una meseta
en el crecimiento de 7 (h). Los méds importantes son los siguientes:

1. Modelos con meseta o de transicion:

= Efecto Pepita puro.
= Comportamiento lineal en el origen: modelos esférico y exponencial.

= Comportamiento parabdlico en el origen: modelo Gaussiano.

2. Modelos sin meseta: modelos monémicos o en h?.

3. Modelos con efecto de agujero (con o sin meseta).

5.3.1. Modelos con Meseta

Efecto pepita puro

"0={ g wsh iy

Se puede interpretar como un modelo de transicién con un alcance € que es mucho menor que la
escala de muestreo de la variabilidad espacial del fenémeno estudiado, es decir, una ausencia total de
correlacién espacial al menos a la escala del muestreo.

Conducta lineal en el origen Es el comportamiento més comin que nos encontramos en el
estudio de la estructura espacial de los yacimientos minerales (referente a leyes, potencia, variables
de calidad, etc...). Es muy frecuente que los variogramas experimentales vayan acompafiadaos de un
efecto pepita, que se traduce en una discontinuidad de primera especie del variograma en el origen.
Entre los modelos de variogramas que exhiben dicha conducta cabe mencionar:

» Modelo esférico s
3h 1h
vy ={ €05 -53) Vhel0d
C(0) Vh>a
Observaciones

e Este modelo de variograma alcanza la meseta a la distancia finita a (alcance). Su pendiente

en el origen es,
dy (h) _3C(0)
< dh >h—0_2 a’ )

2
con lo cual la tangente en el origen alcanza la meseta C(0) a una distancia r = 3%
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e Este tipo de modelo es tipico de variables mineras tales como la potencia.

= Modelo exponencial

Su variograma viene dado por
h
v = (1-ew (1)) ©

e El modelo exponencial se caracteriza por no alcanzar la meseta para un valor finito de la
distancia, sino que la alcanza asintéticamente, es decir,

Observaciones

C (0) = 1fm C (0) (1 —exp (-%)) . (10)

h—oo
En este caso el alcance efectivo se considera que es a = 3a, para el cual
7(a') = C (0) (1 — exp(=3)) = 0,95C (0). (11)

e La pendiente en el origen de este modelo es:

<M>h_0 - C(O), 12

dh a

!/
. . a . . .
con lo cual alcanza la meseta a una distancia r = a = —. Esta distancia es menor a igual

alcance efectivo que la del variograma esférico, es decir, el modelo exponencial posee una
3C (0) C(0)
a/

3
} que el modelo esférico {5—} , con lo cual éste
a
dltimo es indicativo de V.R. de una mayor reqularidad.

mayor pendiente en el origen {

e Este variograma es tipico de variables mineras, tales como las variables de calidad en
yacimientos de carbén, leyes en yacimientos minerales, modelos de precipitaciones, etc...

Conducta parabdlica en el origen Las fenémenos que se ajustan a este modelo de semivari-
ograma tienen una estructura espacial muy continua. A veces los variogramas experimentales que se
ajustan a este modelo tedrico van acompanados de un ligero efecto pepita debido a errores de medida.

= Kl maés utilizado es el Modelo Gaussiano, cuyo variograma viene dado por

~ (h) = C (0) (1 —exp (‘a—’f)) . (13)

Observaciones

e Aligual que el modelo exponencial no alcanza la meseta para un valor finito de la distancia,
sino que la alcanza asintéticamente. En este caso el alcance efectivo se considera que es

a = a3, para el cual v (al) =0,95C (0).
e Su pendiente en el origen es nula, por tanto es indicativo de variables regionalizadas muy
regulares, con un comportamiento casi determinista.

e La adopcién de este modelo tedrico en ausencia de efecto pepita suele originar inestabili-
dades numéricas en la fase de krigeado.



Notas sobre modelizacién geoestadistica 25

5.3.2. Modelos sin meseta

Las variables que se ajustan a estos modelos son no estacionarias, intrinsecas o no intrinsecas. Uno
de los modelos mds utilizados son los denominados mondmicos o de potencia cuyo variograma viene
dado por

v (h)=h?, 6€(0,2). (14)

Observaciones
= Fn la practica se usa el modelo lineal para las funciones aleatorias intrinsecas
v (h) = wh (15)
siendo w la pendiente en el origen.

= En el origen (h — 0) el modelo lineal puede adaptarse a cualquier variable con el mismo com-
portamiento (por ejemplo, los modelos esférico y exponencial).

» A medida que aumenta @ el comportamiento en el origen de (k) = h? se va haciendo mas
regular. Vemos que 6 = 0, corresponde a un efecto pepita puro.

» Experimentalmente, se comprueba que los modelos en h? con § € (1,2) son equivalentes a
un efecto de deriva parabdlica. En estos casos la decisiéon de si se trata de un fenémeno no
estacionario o de un modelo h? con 6 — 2, se toma en funcién de que la V.R. presente o no una
deriva clara de la media.

= El pardmetro de potencia debe de ser inferior a 2 pues para 6 > 2 la funcién [—v (k)] no es
definida positiva.

5.3.3. Modelos con efecto de agujero

El semivariograma correspondiente a fenémenos que se ajustan a este modelo corresponde a vari-
ables con alternancia de zonas con distinta variabilidad espacial. Por ejemplo, en el &mbito minero
podria ser el caso de un yacimiento con alternancia de zonas ricas y zonas pobres de la correspondiente
V.R.

El variogramas mds comun con efecto de agujero es:

1) =00 10 (16)

Este modelo tiene un comportamiento parabdlico en el origen

h—0 h2
() "R a7)

5.4. Combinacién de semivariogramas

A continuacién enunciamos un resultado que amplia enormemente las posibilidades de los modelos
tedricos de semivariograma considerados hasta el momento:

= La combinacién linel de semivariogramas con coeficientes positivos sigue siendo un semivari-
ograma. Para ello, basta considerar la funcién aleatoria Z (z), combinacién lineal de n funciones

aleatorias independientes Y; ()
n

Z(x) = Z’\iYi (x)

i=1
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Teniendo en cuenta las definiciones de semivariograma y covarianza, asi como la independiencia
de las variables Y; (x) se tiene que

v (h) = D?%‘ (h) (18)

67(h)::j§:A§Cb(h) (19)
i=1

donde 7, y C; denotan respectivamente, el semivariograma y la funcién de covarianza de la F.A.
Y;.

5.5. Inferencia del semivariograma tedrico: el semivariograma experimen-

tal

Como hemos visto el semivariograma tedrico se define:
)= 5B {126+ h) - 2 ()} (20)
En el caso de F.A. estacionarias o intrinsecas, éste también se puede definir como:
7 () = 5Var[Z (x-+ 1)~ Z (x)],

dado que el incremento aleatorio Z (x + h) — Z (x) posee media nula.

En la mayoria de las aplicaciones, el dominio de la funcién aleatoria Z es un subconjuto €2 de R,
R? 6 R3. Como sélamente conocemos realizaciones de la F.A. en un conjunto finito de puntos (red de
muestreo), se puede inferir mediante el siguiente estimador, denominado semivariograma experimental

N(h)
[Z (xi+h) — Z (x;)]? (21)
i=1

7" (h) =

1
9N (h)

donde Z (x;+h) y Z (x;) son los valores que toma la funcién aleatoria Z en los puntos x; y x;+h y
N (h) el es nimero de pares de puntos pertenecientes a la clase de distancia h.

5.5.1. Algoritmos de cédlculo del semivariograma experimental

El célculo del semivariograma experimental implica el uso de un algortimo de captura de datos
para determinar las N (h) parejas de puntos pertenecientes a la clase de distancia h. Veamos distintos
casos segtn la dimensién del dominio de la V.R. objeto de estudio.

Dominio unidimensional Datos alineados regularmente espaciados

En este caso calculamos el semivariograma experimental aplicando la férmula anterior, y tomando
los datos de forma que Z (x;+h) y Z (x;) estén separados por una distancia h. Asi, se van tomando los
datos situados a la distancias hg, 2hg, 3hg, ..., nhg, y graficando v* (h) frente a h = nhy. En este caso
el ndmero de parejas de datos situados a una distancia nh disminuye linealmente (N (nh) = N —n)
al aumentar ésta. Esto hace que para distancias grandes la estimacién del semivariograma sea poco
fiable, por lo que cabe imponer un limite a N (h) para su interpretacién. Dicho de otra manera, los
puntos de la cola del semivariograma (comportamiento en el infinito) tienen menos fiabilidad que los
puntos de la cabeza del mismo (comportamiento en el origen).
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Datos alineados irregualarmente espaciados FEn este caso los datos se agrupan en clases de
distancias, utilizandose para calcular el valor de v* (h) todos los pares de puntos situados en el intervalo
(h + e (h)). Por tanto, si llamamos N}, al nimero de pares de datos separados por la distancia h; €
(h £ & (h)), usada en lugar de la distancia estricta del modelo tedrico h, no se estd estimando ~ (h)

sino la combinacién lineal
Nh

> (k) (22)

El efecto es un suavizado del semivariograma experimental que decrece segin ¢ (h) va siendo més
pequena respecto al alcance del modelo tedrico que queremos estimar.

El problema se centra ahora en una eleccién adecuada de h y e (h). Aunque no hay unas normas
fijas a seguir en cuanto a la tolerancia ¢ (h) caben dos estrategias:

s considerar € (h) = constante para todas las clases de distancias.

= 0 bien considerar valores pequerios de la tolerancia € (h) para valores pequenios de h y valores
grandes de la misma para valores grandes del paso.

Conviene sin embargo en la practica tener en cuenta una serie de circunstancias:

s tratar de definir € (h) teniendo en cuenta las pseudoperiodicidades de los datos.

= utilizar una distribucién de clases de distancias de manera que la zona de influencia del semi-
variograma aparezca reflejada al menos en 3 6 4 de dichas clases, siendo ¢ (h) no demasiado
grande.

= asegurar que el intervalo (h + ¢ (h)) contenga suficientes pares de datos.

5.5.2. Dominio bidimensional

En este caso el vector h viene definido por su médulo || h || y su direccién « y el semivariograma
experimental debers ser calculado para diferentes direcciones de R? :

1 N(h)

7 (b @) = 55 ; [Z (i + 1) = Z ()] (23)

En el caso bidimensional se trabaja en coordenadas polares, definiendo una tolerancia ¢ (h) para || h ||,
asf como una tolerancia da para la direccién « considerada. De esta forma se calcula el semivariogama
experimental para todos los pares de puntos situados en el recinto delimitado por las rectas que
forman un dngulo da, cuya bisectriz es la recta de pendiente tan («) y por las circunferencias de
radios respectivos (h —e (h)) y (h+¢(h)). Dado que la dimensién de los soportes elementales crece
de manera ilimitada segiin aumenta h se suele imponer un pardmetro de ancho de banda (bandwidth)
para limitar dicho crecimiento (figura 8).
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Tolerancia angular

direccion

>

Recinto de busqueda
para el paso h

Figura 8: Algortimo de inferencia del variograma experimental en el caso de una V.R.
bidimensional.

En este caso tampoco es posible dar normas para una correcta eleccién de los pardmetros que de-
finen los soportes, aunque como siempre, deben ser tales que aseguren un nimero suficiente de pares de
datos en su interior. Igualmente, debe considerarse también, que cuanto mayores sean las dimensiones
del soporte, mayor es el efecto de suavizado introducido en el semivariograma experimental. Si no

se sospecha la existencia de alguna direccién preferencial, se calcula el variograma para cuatro o seis
L . ) T m 3r . .
direcciones de R? (por ejemplo se podrfa tomar: a = 0, T Z) Cuando se sospecha la existencia
de una anisotropia en una determinada direccién «q se define un valor pequeno de la tolerancia dog
para el andlisis del variograma en esa direccién, dado que si se aumenta mucho la tolerancia angular

se produce un crecimiento artificial de la direccién de minimo alcance.

5.5.3. Dominio tridimensional

En el caso de un dominio tridimensional los razonamientos son andlogos pero se se trabaja en
coordenadas esféricas, con lo cual es necesario la definiciéon de dos tolerancias angulares, una para
la longitud y otra para la latitud, y una tolerancia espacial, definiendo de este modo un volumen
elemental de captura de parejas de puntos.

5.6. Ajuste del variograma experimental

Debido a que el semivariograma experimental es inmanejable en la préctica, pues no se posee una
férmula analitica del mismo, ni verifica las propiedades que necesariamente debe cumplir un modelo
tedrico de semivariograma, se procede al ajuste del mismo mediante unos modelos tedricos que poseen
una expresién matemadtica manejable y que cumplen dichas restricciones. La eleccién de un modelo
de semivariograma debe estar respaldado por las conclusiones que se puedan extraer de un profundo
conocimiento fisico del fenémeno estudiado. Por ejemplo en yacimientos de tipo sedimentario como
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las capas de carbén se suele esperar un comportamiento esférico isétropo y sélo en casos de extrema
suavidad serfa aconsejable utilizar un modelo gaussiano.

5.7. Las estructuras anidadas y el efecto pepita

El semivariograma experimental es una superposicién de las distintas escalas de variabilidad espa-
cial del fenémeno objeto de nuestro estudio, por lo que resultard especialmente interesante interpretar
el comportamiento del mismo con h — 0 , i.e., en el origen (a la escala de observacién més pequena
que nos permiten los datos) donde las variables superpuestas estdn fuertemente correlacionadas, y con
h — o0, i.e., en el infinito (a gran escala) donde la correlacién entre las variables desaparece. Ambos
aspectos nos pueden indicar la conveniencia de aumentar o disminuir la escala de observacién segin
nos interese.

5.7.1. Estructuras superpuestas o anidadas

Consideremos dos realizaciones de la funcién aleatoria Z en distintos puntos de su soporte separa-
dos por el vector h, tales como Z (z) y Z (x 4+ h). La variabilidad del fenémeno entre ambos valores,
que se caracteriza mediante el semivariograma, se debe a multitud de escalas de variabilidad que se
manifiestan simultaneamente para cualquier vector h considerado y se denominan estructuras super-
puestas. Cada escala de variabilidad integra las variabilidades de escalas menores. En la préctica,
todas estas escalas de variabilidad no se observan nunca simultaneamente, ya que esto requeriria una
enorme cantidad de datos.

En cuanto a los momentos de segundo orden de la funcién aleatoria Z, estas estructuras super-
puestas que constituyen la estructura global del fenémeno, se pueden representar mendiante la suma
de un cierto nimero de semivariogramas (o covarianzas), cada uno de los cuales caracteriza una escala

de variabilidad
v (h) =70 (B) + 71 (h) + 72 (h) + ... +7, (h) (24)

Esta igualdad funcional conlleva que la variabilidad de cada escala de observacién sea independiente
de las demds, que es lo que nos permite descomponer la funcién aleatoria Z como suma de variables
independientes en virtud de (?7?).

La principal diferencia entre el variograma teérico y el experimental es la presencia en éste ultimo
del efecto pepita, que como vimos se puede interpretar como las escalas de variabilidad no observables
a la escala de muestreo. Cabe resefiar que cuando interpretamos un variograma con un efecto pepita,
éste idltimo ya es una estructura espacial auténoma y estamos asumiendo el modelo de estructuras
anidadas.

En la génsesis del efecto pepita también confluyen otros factores como el efecto de los errores
de medida. Efectivamente, supongamos que la medidas tienen unos errores que consideramos real-
izaciones de una cierta variable aleatoria € (z) . Sea Z () el valor real de la F.A., y sea Z; (z) el valor
medido, de forma que

Zy () = Z (z) + ¢ (2) (25)

Esta expresion es un anidamiento de estructuras, por lo que suponiendo su independencia llegamos a
que

Yz, (B) =7z, (h) + . (h) (26)

Si ademds suponemos ademds que los errores carecen de correlacion espacial, y tienen una varianza
constante Ug, obtenemos que

Yz, (h) =7z, (h)+0%,  parah#0 (27)

i.e., los datos introducen un efecto pepita de valor o2 independientemente del que pueda presentar Z.
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Cuasiestacionariedad y efecto proporcional Sea una funcién aletatoria Z cuasiestacionaria.
Se ha comprobado experimentalmente que a menudo dados dos semivariogramas experimentales

v* (xg, h) y ¥v* (xz], h), calculados en distintos subdominios V (zg) y V (xé), aunque sean diferentes
pueden hacerse coincidir multiplicindolos por un factor que es funcién de las medias experimentales
m* (zg) y m* (xé)) de los datos disponibles en cada subdominio. Esto equivale a asumir que existe

un modelo estacionario 7y, (h) independiente del dominio, lo que nos permite trabajar con una unica
caracteristica estructural aplicable a todos los subdominios de cuasiestacionariedad. Esta se corrige
dentro de cada subdominio, de tal forma que

v (hy o) = f [m” (x0)] - 7o (h) (28)

por tanto, considerando V (zg) y V (xb)

(1, o) _ 1 (1 %) St o)),
Pl = 7o @] = 7 ) = Ty (v 70)-

donde m* (zp) es un estimador de la esperanza E [Z ()], que es constante en cada subdominio V' (zg).
La forma de la funcién f se determina estudiando las relaciones de proporcionalidad existente entre

. . / . . . . . .
los semivariogramas v* (xg, h), v* ($0, h) correspondientes a cada subdominio de cuasiestacionarie-

dad. Se dice entonces que los modelos v (h, xg) v v (h, mg) difieren uno de otro debido a un efecto

proporcional. El efecto proporcional también afecta a pardmetros geoestadisticos tales como la varianza
de estimacién que dependen linealmente del semivariograma.

El efecto proporcional se denomina directo si las mesetas de los semivariogramas experimentales
aumentan al aumentar la correspondiente media experimental. En caso contrario se denomina inverso.

Muy a menudo, en las aplicaciones mineras, el efecto proporcional es una funcién de m?. Esta
propidedad de efecto proporcional se utiliza para disefiar como otros descriptores espaciales distintos
al semivariograma, los semivariogramas relativos, que al discretizar el dominio de la regionalizacién
perciben mejor pequenas las variaciones locales de la regionalizacién.

Cuando estan presentes estructuras anidas, el efecto proporcional puede ser diferente para cada
una de las subestructuras, i.e., la funcién f; [m* (zo)] puede ser difenrente para cada uno de los modelos
v,- En definitiva, el efecto proporcional se puede interpetar como un efecto de no estacionariedad de
la funcién aleatoria Z () que es solamente estacionaria localmente o cuasiestacionaria.

5.8. Herramientas del andlisis estructural
5.8.1. Informacién adicional en el andlisis estructural

Ademsds, junto al variograma experimental v* (h, «) se adjunta una serie de informacién adicional
muy importante a la hora de realizar su interpretacién:

1. El nimero de pares de datos utilizados en el caculo de v* (h, a). El estudio de dicha curva
suele indicar la presencia en el semivariograma experimental de efectos no estacionarios inducidos
por una falta de datos y no debidos por tanto a una caracteristica estructural de la variable
regionalizada. Ademsds dicha informacién es necesaria cuando se agrupan varios semivariogramas
para dar lugar a un semivariograma medio:

> Ni ()i (h)

* _k
v (h) = —QZNk ")
k

(29)
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2. También se suelen proporcionar las curvas m_p,myn,0-p y 045 de las medias y desviaciones
tipicas de los datos que en cada paso h contribuyen al cdlculo del semivariograma (los valores
de cabeza Z (z; + h) y los valores de cola Z (;))

1 N(h) 1 N(h)
m+h—m Z(z;+h), Orp = —— D ZZ2 (xj+h)—m?,,
o, (30)
1 N(h)
m_p=——Y Z(z;), O ph=— m2,.
N (h) = 3) N(h g h

Gracias a estas curvas es posible determinar la presencia de efectos no estacionarios.

La figura 9 muestra el variograma de una variable no estacionaria y la informacién adicional
comentada anteriormente. En este caso cabe asegurar la existencia de un fenémeno no estacionario
dado que:

= aunque el nimero de pares de puntos disminuye con la distancia, las curvas de medias y varianzas
locales muestran fluctaciones en funcién del paso.

= el conocimiento del fenémeno analizado, en este caso se trata de la cota del muro de una capa
de carbén con buzamiento, permite asegurar la génesis de dicho fenémeno.

Estas curvas pueden ser interpretadas para obtener una idea sobre la talla del recinto de cuasi-
estacionariedad que se debe adoptar, dado que para valores del paso menores a tres unidades de paso
(en torno a 250 metros) la media puede ser aproximada por un valor constante.

: >
WO @ S0 0 TN o 1 p s p s s 7
Ihf

Pares de puntos

Medias locales Varianzas locales

Figura 9: Informacién adicional en un anélisis variogréfico.
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5.8.2. Los diagramas de dispersién. Interpretacién del semivariograma experimental

Los diagramas de dispersién son un medio eficaz para controlar graficamente la evolucién en el
espacio de la continuidad de la estructura espacial del fenémeno estudiado y realizar un control de
calidad en la inferencia del semivariograma experimental. Consiste en representar para cada paso h
las realizaciones de la funcién aleatoria Z en los puntos x y x+ h que contribuyen al célculo del
v (h). La mayor o menor dependencia espacial entre las variables aleatorias Z (x +h) y Z (x) se
puede caracterizar mediante el grado de ajuste del diagrama de dispersién a la bisectriz del primer
cuadrante. El semivariograma experimental v (h) coincide con el momento de inercia respecto a dicha
recta del diagrama de dispersién para el paso h (figura 10):

1Y 1 Y
1) = 5D = 5D (2 (xeth) — Z (x))°. ()

Esta interpretaciéon del semivariograma nos proporciona un buen criterio para descartar valores ex-
perimentales de Z que se alejan mucho de los valores centrales de la distribucién de los datos, y
por tanto, demasiado alejados de la recta a 45°. Dichos datos (outliers) contribuyen mucho a 7 (h).y
pueden darnos una visién errénea sobre la regularidad espacial de la regionalizacién. En estos casos,
habrd que estudiar la conveniencia de prescindir de estos datos para el cdlculo del semivariograma
experimental correspondiente a cada valor concreto de h.

Los diagramas de dispersién sirven para comprobar diferentes hipdtesis geostadisticas:

s Sila F.A. es Gaussiana los diagramas de dispersién son nubes de puntos de forma eliptica con
una mayor densidad de puntos en el centro de la distribucién.

= Fn el caso en que la F.A. sea no estacionaria se observa un desplazamiento sistemédtico de la
nube de puntos a uno u otro lado del eje de inercia, para valores sucesivos del paso.

= Constituyen un método efectivo para realizar graficamente la separaciéon de poblaciones presentes
en la funcién aleatoria Z y que poseen diferentes modelos de variabilidad espacial.

A

| z(x+h)-z(x) |

Z(x+h)

of >
Z(x)

y(h)= %gdf :%i;(z(xi +h)—z(x))?

Figura 10: a. El diagrama de dispersién y su relacién con el semivariograma experi-
mental. b. Diagrama de dispersién de una F.A. no estacionaria.
5.8.3. El variograma de superficie o variograma exhaustivo

El variograma exhaustivo o de superficie es la superficie que se obtiene al representar los vari-
ogramas direccionales en las diferentes direcciones del espacio. De esta manera el variograma en la
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direccién « se obtiene al seccionar el variograma de superficie por el plano de perfil que pasa por el
origen y posee como traza la recta que forma a° (en sentido antihorario) con el origen de dngulos
(normalmente la direccién este). Dicho mapa proporciona una visién rapida de la estructura espacial,
dado que las F.A. estardn altamente correladas para valores pequenios (frecuentemente senalados en
azul) del variograma de superficie.

El variograma de superficie se obtiene mediante un algoritmo numérico que consiste en discretizar
el espacio en diferentes celdas fijando los pasos segin los ejes coordenados [hy, hy]. La celda (hy, hy)
contiene el valor del variograma 7 (h) donde h = (h;, hy). La celda central corresponde al vector de
separacién (0,0) y contiene el valor del variograma calculado con todas las parejas de valores que
estdn a distancia nula (cero en ausencia de pepita). Dado que el variograma tedrico es una funcién
par, v (h) = v (—h), la superficie del variograma posee una simetria respecto al origen de coordenadas.
En el caso en que la F.A. sea is6tropa el alcance es independiente de la direccién y las curvas de nivel
del variograma de superficie serdn circunferencias. Si la F.A. es anisétropa eliptica, entonces las curvas
de nivel del variograma de superficie serdn elipses. Es por lo tanto un medio eficaz para detectar las
direcciones principales de anisotropia y disenar el cdlculo de los variogramas direccionales (figura 9).

a) V.R. isétropa.

Figura 9: El variograma exhaustivo como herramienta estructural.

5.8.4. El variograma omnidireccional

Es el variograma medio que se obtiene fijando un pardmetro de tolerancia angular de 90°, es decir,
promediando los variogramas direccionales del abanico angular [0°,180°]. Se trata de un variograma
suave que hereda las diferentes caracterfsticas presentes en los variogramas direccionales (efectos de
agujero, no estacionariedades, anidamiento de estructuras,etc...).

Es aconsejable inferirlo antes del anilisis unidireccional dado que ayuda a disefiar el estudio var-
iografico (paso minimo, nimero de pasos, tolerancias, etc...). En ausencia de un nimero suficiente
de datos seria el modelo estructural isétropo que se adopta en las fases posteriores de krigeado y/o
simulacién condicional.
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5.8.5. La nube del variograma

La nube del variograma consiste en representar para cada paso h el valor de

(Za - 26)2
YaB = 9

para toda pareja de datos Z,, Zg pertenecientes a la clase de distancia h. Se obtiene asf una nube de
puntos de tal forma que el promedio de los valores que se encuentran en una misma vertical (paso h)
es por definicién el valor del variograma + (h). Constituye un control de calidad en la inferencia del
variograma experimental dado que permite visualizar los valores que contribuyen en su calculo para
las distintas clases de distancias (figura 10 ). Este control de calidad posee gran importancia dado que
como hemos explicado el variograma es muy sensible a los valores anémalos de la V.R.

Figural0: Variograma experimental y la nube del variograma asociado. Se observa como
la mayoria de puntos de la nube del variograma delinean el variograma experimental. En
este caso también se observa la importancia de los wvalores andmalos para las grandes
distancias. Esta herramienta puede servir por ejemplo para juzgar si el efecto de agujero
observado en el variograma experimental es real, lo cual posee importantes repercusiones,
por ejemplo geoldgicas.

5.8.6. Otros descriptores espaciales

Como hemos visto el semivariograma es muy sensible respecto a los valores erréticos de la variable,
por lo que en caso de aparecer éstos, puede presentar fluctuaciones. Indicamos entonces, que una
posible solucién que nos permita una ver imagen clara de la estructura espacial de la regionalizacién,
i.e., es un filtrado de datos para localizarlos y eliminarlos si se estima conveniente. Otra solucién,
consiste en utilizar otros descriptores espaciales de la regionalizacién que sean menos sensibles a estos
valores extremos de la variable, aunque en la prictica se realizan ambas cosas simultdneamente.

El objetivo de dichos descriptores es contribuir a realizar una mejor caracterizacién de la estructura
espacial. Las ideas que subyacen en su definicién son las siguientes:

1. bien describir la estructura espacial mediante medidas relacionadas con el semivariograma (co-
varianza y correlograma,),

2. bien cambiar la norma asociada a la inferencia del semivariograma (rodograma, madograma)
o modificar no linealmente la variable (variograma de los logaritmos y variograma de variables
indicadoras), para paliar el efecto de los valores andmalos,

3. Dbien estandarizar los variogramas para evitar el efecto de los valores andmalos y de los fendmenos
de deriva.
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1.

Entre ellos, los mas utilizados son los siguientes:

Semivariograma de los logaritmos [y, (h)]:

N(h)
1 2
h) = In[Z (x;4h)] — In[Z (z; 2
(0 = gy 3 (0012 Gx) 2 o)) (32)
Semivariograma incicador [y (h)]:
1 N(h) ,
i=1
donde I (z,c) = { (1) 21 gg; i 2’ Evidentemente existe un variograma indicador para cada
ley de corte c.
Semirodograma [y g (h)]:
1 (h)
Vr(h) = IN (b ; VIZ (xi+h) = Z (x;)] (34)
Semimadograma [y, (h)]:
1 N(h)
T (b) = 35 ; |Z (xi+h) = Z (x1)] (35)

El semimadograma y el semirodograma se utilizan especialmente para establecer los pardmetros
(alcance y anisotropias) de la estructura a gran escala; son poco utiles para para analizar el
comportamiento de la regionalizacién a pequena escala.

El semivariograma estandar [yg (h)] :

7 (h)

h =
Yrr (M) o_noan

(36)

Este descriptor escala el variograma por la varianza relativa a cada paso o_po4; y toma en
cuenta posible variabilidades locales de los datos.

Semivariograma relativo local [y g (h)]:

‘ m;
Vg (h) = mn— (37)
ZNi (h)
i=1
donde v, (h),...,7,, (h), son los semivariogramas correspondientes a cada uno de las n regiones;
mi,..., My, las medias locales en cada una de las mismas; y Ny (h),..., N, (h) es el nimero de

pares de puntos utilizados para el cdlculo del semivariograma experimental en cada regién. En
este caso se supone que el semivariograma presenta un efecto proporcional en el que el factor de
proporcionalidad es el cuadrado de la media local. El principal inconveniente en la utilizacién
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del semivariograma relativo local es precisamente la discretizacién del domino de Z, que hace
que las poblaciones de datos de cada regién se traten de forma independiente: en caso de pocos
datos para el cédlculo del semivariograma experimental de cada regién éstos pueden ser errdticos.

Una manera de solventar este problema es utilizar el semivariograma relativo general, que defin-
imos a continuacion.

7. Semivariograma relativo general [yap (h)]:

von () = —2B (38)

myp +m-yp ?
2

8. Semivariograma relativo de pares de puntos [ypg (h)]

Al igual que los anteriores ajusta el semivariograma mediante el cuadrado de la media. En este
caso, tal ajuste se realiza separadamene para par de puntos, utilizando su promedio como media
local

1 2 (i + h) = Z ()]
e () = g7 2 (M)Q

2

(39)

El uso de los semivariogramas relativos se suele limitar al caso de variables positivas para evitar
problemas de indeterminacién. Se trata de variogramas muy resistentes al efecto de los valores
anémalos y a variaciones locales de las propiedades estadisticas del fenémeno. A veces sirven
para detectar estructuras o anisotropifas que no pueden ser caracterizadas con otros descriptores
espaciales.

En definitiva es una buena norma el considerar diferentes descriptores espaciales cara al andlisis
estructural de una V.R. dado que el semivariograma es un descriptor poco robusto. Siempre se debe
adoptar el descriptor que mejor revele la estructura espacial del fenémeno, dado que frecuentemente
se suele enmascarar la estructura espacial debido a una mala eleccién del paso del variograma, de
las tolerancias angulares o a la presencia de valores anémalos. Algunas de estas circunstancias estédn
reflejadas en la bibliografia, por ejemplo:

= aumentando mucho el paso h suele dar lugar a variogramas con efectos pepita muy pronunciados
(sobreestimados),

= en el caso de V.R. anisétropas elipticas, adoptando tolerancias angulares grandes se disminuye
el ratio de anisotropfa.

En definitiva es importante desenmascarar la estructura subyacente del fenémeno estudiado me-
diante una anélisis estructural bien disenado, dado que sélo en muy contadas ocasiones se infiere una
estructura espacial inexistente.

5.9. Algunas recomendaciones practicas

El anélisis estructural es posiblemente la fase més decisiva de todo proyecto geoestadistico, dado
que en se infiere el modelo de covarianzas (modelo de similitud espacial) del fenémeno regionalizado.
Al ser una fase puramente en la que la modelizacién adquiere su grado més puro, se entremezclan
conceptos provenientes del conocimiento (de la ciencia), con conceptos provenientes del arte (siempre
se debe de asumir un cierto grado de subjetividad en toda modelizacién). Cabe citar la famosa frase
que a mi entender zanja de modo magistral este tema: ” Los modelos son para ser usados, no para ser
creidos”.

A modo de generalidad se pueden dar las siguientes recomendaciones:
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= Un buen conocimiento previo del fenémeno regionalizado es esencial para la toma de decisiones
adecuadas en la fase de andlisis estructural. Asi por ejemplo en mineria se sabe que:

e cuando se trabaja con variables de tipo potencia, suelen poseer variogramas de tipo lin-
eal, con un grado de regularidad alta (de tipo esférico, alcances decamétricos y pepitas
pequenas). Ademds suele tratarse de fenémenos isétropos al corresponder a fendmenos sed-
imentarios en los que las no suele haber direcciones preferenciales de aporte de sediementos.

e cuando la variable analizada es de calidad (contenido en azufre, poder calorifico, cenizas,
contenido en voldtiles) son esperables comportamientos lineales con un menor grado de
regularidad (variogramas exponenciales de menores alcances y efectos pepita quem suelen
exceder el 50% de la varaibilidad estadistica). También es muy normal encontrar efectos
de agujero que se deben a la intercalacién de zonas ricas y pobres, e incluso efectos no
estacionarios, principalmente debidos a variaciones locales de la media.

Un buen conocimiento geoldgico en temas de geostadistica minera es por lo tanto primordial
(tipo de yacimiento, presencia de facies diferentes, irregularidades, accidentes tecténicos, etc).

= Un buen conocimiento de la posicién espacial de los datos es importante para la adopcion de los
pardmetros de inferencia del semivariograma experimental: tamano de paso, estudio direccional y
tolerancias angulares. Una préctica muy usual es examinar el mapa de datos (sondeos) agrupando
éstos en clases de valores. Esto permite examinar la variabilidad del fenémeno y la deteccién de
discontinuidades, tendencias o valores anémalos, previamente a la fase de analisis estructural.

= Dado que el variograma es muy sensible a la presencia de valores anémalos es recomendable
examinar m&s de un descriptor espacial, por ejemplo el variograma, el correlogram y el mado-
grama. Si todos estos descriptores poseen la misma apariencia (recordar que sélo en el caso del
variograma la meseta coincide con la varianza de la funcién aleatoria) el analisis estructural
puede ser completado. Si existen diferencias importantes, se debe intentar justificar su origen.
Un buen medio es el uso de los diagramas de informacién estructural expuestos con anterioridad.
Si la difrencia se debiese a la presencia de valores anémalos algunos programas (como Variowin
2D) permite enmascarar dichos datos en la fase de andlisis estructural. Las parejas anémalas se
detectan muy bien en los diagramas de dispersién para los diferentes pasos (puntos mds alejados
de la diagonal) o en la nube del variograma (parejas con diferencias cuadréticas mds elevadas).
Otra opcién es utilizar descriptores menos sensibles a los valores anémalos, como el madrograma
o el rodograma (Variowin 2D sélo incluye el madograma) . Si las diferencias fuesen debidas a
varaiciones locales de la media en este caso se deben utilizar los variogramas relativos (Variowin
2D incluye el variograma estdndar).

= Siempre se debe de adoptar el descriptor espacial que mejor caracterice la continuidad espacial.
La razén no es otra que si la estructura espacial existe y los datos son suficientes, ésta se debe
detectar y es muy improbable detectar una continuidad espacial que no existe. No obstante se
debe de tener presente los siguientes puntos:

e a veces la estructura espacial puede quedar enmascarada por una mala eleccién de los
pardmetros de cdlculo del semivariograma experimental: paso, tolerancia de paso, direc-
ciones y tolerancia angular. Dado que el comportamiento en el origen es el pardmetro del
variograma que més afecta al tipo de fenémeno estudiado, el variograma debe calcularse
con diferentes pasos y adoptar el paso mas pequefio que mejor caracteriza la estructura es-
pacial (debe de haber un nimero suficiente de pares de datos). Es importante que resenar
que cuando se adoptan tamafios de paso grandes (con respecto a la longitud de onda del
fenémeno espacial) el efecto resultante es un aumento considerable de la pepita.
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e Cuando los datos son dispersos y escasos es practica comin aumentar la tolerancia angular
para aumentar el nimero de pares de datos en el algoritmo de captura y producir variogra-
mas medios més estables. Esta practica no presenta mayores problemas cuando el fenémeno
es is6tropo o débilmente anisétropo (elipses de anisotropia poco achatadas). En el caso de
anisotropias severas el aumento d ela tolerancia angular suele conducir a un subestimacién
del ratio de anisotropia en el siguiente sentido: la direccién de maximo alcance se subestima
y la de minimo alcance se sobreestima. Se debe entonces utilizar la minima tolerancia angu-
lar para caracterizar los variogramas, y si el fenémeno es fuertemente anisétropo se podria
aumentar artificialmente el ratio de anisotropia. Un caso extremo se produce cuando exis-
ten muy pocos datos y muy dispersos. En este caso no cabe otro remedio que adoptar como
descriptor espacial el modelo isétropo deducido del variograma onmidireccional, aunque
hay que tener en cuenta que el fenémeno posiblemente sea anisétropo y por lo tanto el
alcance de dicho variograma serd un ”promedio” de los alcances de la elipse de anisotropfa.

e Cuando los datos aparecen agrupados, hay que tener especial cuidado en el andlisis estruc-
tural, dado que pueden aparecer artefactos como el comentado anteriomente para el ratio
de anisotropia.

e En el ajuste de los variogramas experimentales siempre se plantea la pregunta: ;ctantas
estructuras anidadas es preciso utilizar?. La repuesta es clara: durante la fase de analisis
estructural se debe de evitar un ”sobreajuste” del variograma experimental, dado que su
objetivo es detectar las principales caracteristicas del fenémeno regionalizado, no modelizar
todos los ”pequenos” detalles del variograma experimental. Cuando varios modelos de var-
iograma proporcionan un ajuste similar, se debe adoptar el més sencillo, es decir el que
menor nimero de estructuras anidadas posea y que corresponda a nuestro saber cualitati-
vo. Modelos de variograma muy sofisticados no proprocionan obligatoriamente las mejores
estimaciones.

e En cuanto al ajuste de los diferentes parametrso del variograma cabe tener en cuenta que:

o El efectopepita tiene en cuanta las microvariabililades no observables a la escala de
muestreo y los errores en las medidas.

o La meseta del semivariograma, cuando existe, no suele ser nunca igual a la varainaza
muestral.

o El alcance suele detectarse facilmente, aunque en ocasiones puede ser enmascarado por
valores anémalos o insuficientes.

o Para decidir si un fenémeno regionalizado es isétropo o anisétropo una herramienta
6ptima es el variograma de superficie. Sin embargo cuando los datos son escasos y dis-
persos se neceistan tolerancias (tanto de paso como angulares) amplias, con lo que se
reduce drasticamente la resoluciéon de dicho mapa. En cualquier caso toda anisotropfa
que no esta clara o no puede ser explicada por razonamientos de tipo cualitativo (ge-
olégico, etc) es mejor ignorarla. Inversamente un buen conocimiento cualitativo del
fenémeno puede dar lugar a la adopcién de un modelo de covarianzas anisétropo,
aunque los datos no refrenden este comportamiento

e Los variogramas gaussianos ( y de comportamineto parabdlico en general) corresponden a
una variable casi de tipo determinista, y s6lo deben de ser ajustadosen el caso de que el
fenémeno sea altamente regular. Ademas se sabe que los variogramas gaussianos sin efecto
pepita provocan artefactos e inestabilidades numéricas en el krigeado. Por eso se suelen
combinar con un pequeno efecto pepita o utilizar en su lugar un variograma monémico de
potencia dos.

e Finalmente el modelo adoptado puede ser confirmado, como veremos posteriormente, por
técnicas de crosvalidacién. No obstante los programas hoy en dfa proporcionan herramientas
de ayuda a la decisién. En este manuscrito se recomienda seguir las siguientes etapas:
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o cdlculo y ajuste del variograma onmidireccional, para disefio de los pardmetros del
estudio variografico direccional.

o Célculo del variograma de superficie para el disenio del estudio variografico direccional:
determinacién de las direcciones preferentes de analisis.

o Estudio variografico direccional, utilizaando los diagramas de dispersién para deteccién
de datos andmalos, las nubes del variograma para deteccién de alcances y mesetas
direccionales en caso de duda, y utilzacién de otros descriptore espaciales.

o Ajuste de los variogramas direccionales teniendo en cuenta el conocimiento cualitativo
del fenémeno y los indices de bondad de ajuste proporcionados por los programas de
andlisis estructural.

6. Krigeado o estimacién

6.1. Introduccion

El problema general de la estimacién puede plantearse de la siguiente manera: dada una F.A. Z (x)
que toma valores en un dominio D C R™ y de la cual se conoce el vector aleatorio {Z (z1) , Z (z2),...,Z (zn)},
se trata de estimar Z en un punto xg arbitrario del dominio de Z (x). Hay que tener en cuenta que la
fiabilidad de nuestro interpolador va a depender de la cantidad y calidad de la informacién de la que
se disponga alrededor del punto xg a estimar.

Algunas propiedades que parecen deseables para nuestro estimador serfan:

1. Exactitud: el mapa de valores estimados debe ”pasar” por los puntos de medida

7" (x;) = Z (zq) (@ =1,n).

1. Estabilidad con el fin de pequenas perturbaciones en los datos no originen grandes modifica-
ciones en los mapas de valores estimados.

2. Sencillez: el estimador debe depender de una manera simple de los datos?, por ejemplo, lineal-
mente. Esto es conveniente a la hora de enjuiciar y criticar los resultados que dicho estimador
proporciona.

3. El interpolador debe tener en cuenta la correlacién espacial del fenémeno. En el caso
lineal esto de traduce a la hora de asignar los pesos de estimacion.

4. Suele ser conveniente que conserve ciertas caracteristicas de la poblacién que interpola. Por ejem-
plo que conserve la media poblacional. En este tiltimo caso el estimador se denomina insesgado.

6. Por iltimo, es muy conveniente que el estimador permita el cdlculo de un mapa de errores,
i.e., la varianza del error de estimacién en cada punto.

Existen diferentes métodos de estimacién: interpoladores en funcién del inverso de una potencia de
la distancia euclidea, , método traingular, método de los poligonos de influencia, etc... Los estimadores
geoestadisticos o de krigeado son mejores que los anteriores dado que cumplen todos los requisitos
enunciados.

9Se sobreentiende la variable aleatoria que modeliza dicho dato.
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6.2. Estimadores del inverso del cuadrado de la distancia

El estimador del inverso del cuadrado de la distancia es un estimador lineal de la forma:
z* (XO) = Z AaZ (Xa) ) (40)
a=1

donde los pesos A, son inversamente proporcionales a una potencia p (frecuentemente el cuadrado)
de la distancia uclidea d,g entre el punto dato x,, y el punto a estimar xg :

1

)\oz = T
dao

(a=1,n). (41)

Para que el estimador sea insesgado en el caso de que las v®.a® Z (x,,) posean todas la misma media m,

n
se debe de verificar que > A, = 1. Para ello los pesos se calculan segun la regla (41) y posteriormente
a=1
se normalizan segin la expresion:
* /\a
Ao =—=—> (@=1n). (42)
5 A
a=1

Observaciones:

= En este tipo de estimador no existe ninguna medida del error asociado a la estimacion.

= No es un estimador exacto, pues si estimamos en un dato, la distancia del dato a s{ mismo serfa
nula y el peso acordado seria infinito, es decir, este problema estaria mal plantaedo.

= Este estimador tampoco tiene en cuenta la estructura de correlacién espacial de los datos, dado
que las lineas de isopesos son circunferencias centradas en el punto de estimacién. Ademads
se trata de un estimador global dado que utiliza toda la informacién disponible. Esta ultima
caracteristica no es deseable cuando la F.A. posee variabilidades locales muy acentuadas, en
cuyo caso el estimador produce un suavizado. Para intentar solventar estos dos inconvenientes
se introduce el siguiente estimador local:

Z*(x0) = > AaZ(Xa),

a€B(xo)

donde B (x¢) es una bola de centro xo convenientemente elegida. La eleccién de dicha bola no es
obvia dado que no se suele poseer un anilisis estructural previo del fenémeno regionalizado. Si
el fenémeno es isétropo, la bola serfa un circulo y sélo habria que fijar su radio y como en el caso
anterior las isolineas de peso serfan circunferencias, es decir, datos situados a igual distancia,
poseerian la misma importancia (el mismo peso). Si el fenémeno fuese anisétropo, la bola seria
una elipse de anisotropfa y las isolineas de peso serfan elipses, es decir, en este caso un dato
situado en el vértice del semieje mayor poseeria un peso igual a un dato situado en el vértice del
semieje menor pese a estar a mayor distancia.

= A veces se utilizan estimadores donde la potencia es mayor que dos. En este caso los pesos se
diferencian mds con la distancia y por lo tanto corresponde a fenémenos més regulares, dado
que como veremos si no existe correlacién espacial el mejor estimador es la media, y todos los
pesos serfan iguales.
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6.3. Meétodo triangular

El método triangular se suele utilizar cuando existe gran cantidad de datos. Consiste en construir
tridngulos que se apoyan en los datos, de forma que no sean degenerados (posena dngulos pequenos)
y calcular el plano que pasa por los vértices del trdingulo. Posteriormente, dado un punto de sondeo,
se determina a qué tridngulo pertenece y se adopta como valor estimado en ese punto la cota del
plano interpolante. Se trata pues de un método de interpolacién lineal que produce estimaciones
continuas, dado que dos palnos adyacentes comparten un mismo lado del tridngulo. Ademds es un
estimador exacto, pero no proporciona ninguna medida sobre el error de la estimacion. Este método
no es adecuado cuando se posee una cantidad reducida de datos.

En el caso de que se desee estimar un punto donde no existen datos, se suele considerar el método
triangular extendido que consiste en un método traingular para las interpolaciones al cual se anade
una extrapolaciéon por el método del inverso de la distancia para las extrapolaciones.

6.4. FEl krigeado simple

El problema del krigeado simple se aplica al caso de variables regionalizadas estacionarias con
media y covarianza conocidas!'®. Se puede ver como una regresién lineal de Z (xg) en funcién de los
datos Z (x,), (e =1,...,n). Dichas variables aleatorias poseen los siguientes momentos de primer y
segundo orden:

1. sus medias E(Z (z4)) =m €R; (¢ =0,...,n),
2. sus covarianzas Cov (Zy, Zg) = Cop = E(Zo.Zg) —

6.4.1. Deduccién de las ecuaciones de krigeado simple

El estimador geoestadistico de krigeado simple es:

75 = Ao + zn: NZ (a) (43)

a=1

Imponiendo la condicién de insesgado, se llega a:

E{Zy—Z5}=m—Xo— Y _ dam =0, (44)
es decir: N
Ao =m— Z Ao, (45)
a=1
con lo que
Zo_m+2/\ m) = Z5 —m = ZA (46)

Ademds calculando la esperanza en (43) y teniendo en cuenta(45) se llega a que m = m*, con lo que
introduciendo la variable residuo Y () = Z (z) — m y teniendo en cuenta la linealidad del estimador,
se llega a que Y es una combinacién lineal de las variables aleatorias centradas Y,

n

Zg—m=[Zo—m" =Yy = Xa(Za—m) = AaYa. (47)
a=1

a=1

10Ge trata como veremos de un problema académico dado que en la practica la media no es conocida y el hecho de
estimarla mediante la media muestral implica que el fenémeno no posee ninguna correlacién espacial.
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Para determinar los pesos A\, basta imponer que el estimador sea el mejor en el sentido de minimizacién
de la varianza del error de estimacién. Veamos antes cémo calcular la varianza de dicho error. Teniendo
en cuenta que

E=Zy-Zy=Zo-m—[Zg—m]" =Yy - Y5 =) anYa, (48)
a=0

siendo:
apg = 1,
Ao = —Aa-

La varianza de una combinacion de variables aleatorias se escribe como vimos:

VarE = Xn: 2”: aaagCag. (49)

a=0 8=0
La condicién necesaria de minimo implica el cumplimiento de las n relaciones:

oVarE -
W - ZU/BC&B = Oa a = 17 ceey Ty (50>
B=0

obteniendo el siguiente sistema lineal de n ecuaciones con n incoégnitas:
n
> A8Cap =Coo, a=1,...,n (51)
B=1

Este sistema lineal recibe el nombre de ecuaciones normales del krigeado simple y tiene solucién tnica
al coincidir la matriz del sistema con la matriz de covarianza de los datos y ser ésta definida positiva,
luego invertible.

El estimador de krigeado posee la propiedad de ser exacto en los puntos de muestreo, dado que si
el punto a estimar x( coincide con el dato xg, entonces la ecuacién 3 del sistema de krigeado simple
se escribe:

n
Y AsCap + AsCas = Cpg, (52)
a=1
a#p
con lo que Ag = 1, Aaxp = 0 (por ser la solucién tnica) y por lo tanto 45 = Zg.
La varianza del error de estimacion viene dada en este caso por la expresién:

n n

U%{S = VaT‘{Zo—ZO} ZZaaaBCag—Coo—ZABCOB—Z/\ Cao-‘rZZ/\ ACap =
a=0p5=0 a=1 =1
= COO—QZ/\ Ca0+Z/\ Y AsCap | =Coo = Y AaCao > 0. (53)
a=1 ps=1 a=1
Cao

Resumen y observaciones

= El planteamiento del problema de krigeado simple conduce a un sistema lineal que posee solucién
Unica (si no hay posiciones redundantes de los datos) dado la positividad de la matriz del sistema
(matriz de covarianzas Cyg).

= La hipdtesis estacionaria conduce a poder estimar facilmente los elementos de la matriz del
sistema lineal como el vector segundo término, dado que Copg = C (hag) , Cao = C (hao) . Cabe
resenar que se trata de una hipétesis pragmadtica, pues de otra forma no serfa posible calcular
Cuo, es decir la similitud entre Z, y Zy, al desconocerse el valor de éste.
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= Fl sistema de krigeado simple se puede expresar en funcién del semivariograma sin mas que
considerar que la igualdad fundamental v (h) = C'(0) — C (h).

6.4.2. Interpretaciéon del krigeado simple

Caso de independencia lineal de los datos
Supongamos Z,, (@ = 1, ...,n) un conjunto de datos independientes, entonces la matriz de covarian-
zas es diagonal y se escribe:

Cll ... 0
D=(Cap)= |+ . (54)
0 Cnn
con lo que
Ao = Cao (a=1,..,n) (55)
a Caa ’ 3y .
Introduciendo el coeficiente de correlacién entre las variables Z, y Zg
CaO
o) = ———, 56
Pao CoiCon (56)
se tiene
Coo
>\0¢ = Pa0 Caa ’ (57)

con lo que se llega a la siguiente expresiéon para el estimador:

- | C
ZU_ Zpao 00 _m)ﬂ

ol Z pog e (58)

donde oo (vCoo) ¥ 0a (v/Caa) son las desviaciones tipicas de las variables Zo, Za,(a=0,...,n).
Ademas, la varianza de estimacion se escribe en este caso:

Cuo
UKs—Coo*Z/\ Cao = Coo [12/\ Coo

a=1

es decir,

g

Observaciones

= La expresion (58) se denomina el plano de regresién de Zj en funcién de Z, y proporciona una
interpretacién clara del sistema de krigeado simple: en el caso de independencia lineal de los
datos, los pesos A\, estdn relacionados con los coeficientes de correlacion p,qo entre cada dato
Zo ¥y la variable a estimar Zy, de manera que cuanto mayor sea el coeficiente de correlacion
Pan, Mmayor es el peso A,.

= Si ademds los n datos son independientes de Zy (ninguna correlacion espacial entre datos y
entre datos e incdgnita), entonces se verifica que p,o = 0, Vo, con lo que U%(S = UE,O y Zy =m,
es decir, el mejor estimador geoestadistico es la media. La comprensiéon de este resultado es
de suma importancia, dado que se suele olvidar que cuando se adopta como estimador de una
V.R. su media, se estd asumiendo implicitamente que el fenémeno carece de correlacién espacial.
Por ejemplo, si el ingeniero de produccién de una mina describe una capa de carbén de un
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cierto yacimiento mediante su media y desviacién tipica, implicitamente estd asumiendo para
dicha capa un modelo estructural propio de un yacimiento altamente heterogéneo (yacimento
pepitico). Esta comparacién es insensata, pues las capas de carbén suelen estar caracterizadas
por modelos esféricos cuyo alcance suele ser decamétrico, es decir, modelos propios de yacimientos
més regulares como corresponde a su génesis sedimentaria.
. Zy—m * Z1—m . . .
s Sin = 1 entonces [Zo=m] = plog, es decir el estimador BLUE es la recta de regresion.
oo g

Esta relacién se generaliza al caso en el que se disponga de n datos, y por esa razén hablamos
de una regresiéon n—variante.

» El krigeado simple guarda un gran paralelismo con los algoritmos comentados anteriormente
del inverso del cuadrado de la distancia. En este caso los pesos no se asignan segtn la distancia
euclidea existente entre dato e incégnita, sino que como vimos, en este caso la medida de similitud
es estructural, dado que depende de las matrices de covarianza entre datos y entre datos e
incégnita.

6.5. FEl krigeado ordinario

El krigeado ordinario se presenta cuando la media es estacionaria pero no se posee una estimacion
a priori de la misma. Desde el punto de vista estadistico corresponde a una regresién lineal con
restricciones.

6.5.1. Deduccién de las ecuaciones de krigeado ordinario

El estimador de krigeado ordinario es andlogo al de krigeado simple:

75 =Xo + Xn: AaZ (a) (59)

a=1
Para que éste sea insesgado debe de verificarse
E(Z; —Zo) =m—Xo— > _ Aam =0Ym. (60)
a=1

Como la media m es desconocida, para ello es suficiente que los coeficientes satisfagan las siguientes
relaciones:

Ao = 0 n
iMzzléﬁzzMﬂm (61)
a=1 a=
La varianza del error de estimacion se escribe:
n n
oro =Var (Z (zo) = Z* (x0)) = Y > aaasCag, (62)
a=0B=0
donde
apg = 1
o = —\, (63)

El problema de krigeado ordinario corresponde a un problema de optimizacién con restricciones:
n
(KO) Hallar A = (\y) € R" tal que 02, (\,) = min con la condicién > A, = 1.

a=1,....n =
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Para resolver dicho problema se utiliza el método de los multiplicadores de Lagrange. Construimos
el funcional Lagrangiano:

L(Na;pt) = 0py + 20 (i Ao — 1) . (64)

a=1

Las condiciones de optimalidad se expresan de la siguiente formas:

1 0L n
3o, = 2 Ces—n=0,
vor m (65)
——— = Ao —1=0.
2 a,u“ az::I
Estas ecuaciones dan lugar al sistema lineal de ecuaciones normales del krigeado ordinario:
> A8Cap+pu = Cooa=1,..,n,
ol (66)
> Aa = 1
a=1

Mediante un razonamiento andlogo al caso del krigeado simple, se demuestra que la varianza de
estimacién es en este caso se escribe:

G%O = Z Z aaagCag =009 — Z )\ﬁC’ag — U (67)
p=1

a=0 8=0
Resumen y Observaciones

= El planteamiento del problema de krigeado ordinario, al igual que en el caso del krigeado conduce
a un sistema lineal que posee solucién tnica (si no hay posiciones redundantes de los datos)
dado la positividad de la matriz de covarianzas Cqg.

= Al igual que en el caso del krigeado simple, la hipétesis estacionaria conduce a poder estimar
facilmente los elementos de la matriz del sistema lineal como el vector segundo término.

= Aunque aqui no se demuestra el krigeado ordinario también se extiende al caso de las funciones
intrinsecas y se expresa en este caso en funcién de los valores del variograma.

= Como en el caso del krigeado simple, el krigeado ordinario es exacto es decir la estimacién ”pasa”
por los datos observados. La demostracion es sencilla, pues si se verifica Z (zg) = Z (x,,) entonces
Cop = Cop, VB =1, ...,n. Entonces teniendo en cuenta el sistema de krigeado ordinario se tiene
que A\ =1, \g = 0si B # a. Ademds 02, = 09 — Aooo = 0.

6.5.2. Interpretacién del krigeado ordinario

Caso de independencia lineal de los datos

Se puede analizar el caso particular en el que los datos son independientes y poseen igual varianza
0o. En este caso la matriz de covarianzas C,g es diagonal con todos sus elementos iguales a og. El
sistema de krigeado, se escribe en este caso:

/\a00+ﬂd = COth o = 1a"'7na
S A = L (68)
a=1
con lo cual: o
a0 M H
=L, L (69)
g0 g0 ago
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Teniendo en cuenta la condicién de sesgo nulo, se llega a la siguiente relacién que proporciona el valor

del multiplicador de Lagrange:
—u=11= - 70
[ [ QE_lpao] ) (70)

con lo que
Tto =00~ Y _ AaCao — i (71)
a=1

Si ademss los datos estan incorrelados con la incégnita Zy, entonces p,, = 0, @ = (1,n), verificdindose
las siguientes relaciones:

— 90
_ !
Zy == 2 Z(xa),
T a=1
oio 200—4—2.
n

es decir, en este caso (ausencia de correlacién espacial) el mejor estimador es la media muestral.
Observaciones
Conviene asimismo estudiar dos casos interesantes y sencillos:

= Un sélo dato

1. En este caso Z§ = A1 Z;. Debido a la condicién de sesgo nulo Ay = 1, y el sistema de krigeado

ordinario se escribe:
Coo +p = Cro = p=Cro—C(0). (73)
Ademsds
oox = 2(C(0) = Cho) - (74)

» Dos datos

En este caso Z§ = AZ; + (1 — X) Z5. El sistema de krigreado ordinario se escribe en este caso:

AC (O) + (1 - )\) Cio+u = Chy, (75)
ACqs + (1 — )\) C(O) +u = Coy.
con lo que el valor de A viene dado por la expresién:
1 1 Co—Cy
A_2+2C(0)—012’ (76)
. C (h) .,
y teniendo en cuenta que p (h) = m, se llega a la relacién:
A= 1 1010 — P20
2 2 1-pp

con lo cual el peso relativo a Zy aumenta si y sélo si aumenta la correlacion entre Zy y Zy,
disminuyendo la correlacion de éste tltimo con Zy. Ademads la varianza de estimacién viene dada
por la expresién:

1
oo = (1 = Ap1o — (1= A) pyg — 5 (P10 + P20 — P12 — 1)) C(0), (77)

es decir, 02, disminuye si los datos se correlan bien con la incdgnita y si pyo disminuye, i.e., la
informacion no es redundante.
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= Si los datos estuviesen incorrelados entre st pio = 0:

1
A= +§(P10—P20)7

1
2 L= Apyo — (1=2X) P20 — 5 (Plo + Py — 1)) C(O)a

Ook

Il
A~ N =

con lo que el peso asignado al dato Z; aumenta segin aumenta p;, — paq-

= Si ademdas los datos estuviesen incorrelados con la incdgnita entonces:

>\ =

(V]
N W N =
Q
(an)
N—

Ook =

y el mejor estimador seria la media muestral.

6.6. La trascendencia del desconocimiento de la media: su estimacion

Hemos visto que el krigeado simple se utiliza cuando se supone la media conocida. En esta seccién
vamos a analizar el problema que supone el desconocimiento de la media de una F.A., asi como la
importancia de su correcta estimacién. Para ello utilizaremos una variante del krigeado ordinario
conocido como krigeado de la media.

Dada una variable regionalizada Z (x), « € D, un estimador de la media que se suele utilizar es
la media muestral:

N
z = N;Z(sga). (78)

Se trata de un estimador insesgado de la media de la F.A. Un modelizador poco avezado podria
pensar que aunque la media se desconozca, siempre se puede optar por un valor estimado (78) y
adoptar como técnica de estimacién la del krigeado simple. Analizando el problema de estimacién de
la media, veremos que esto presupone aceptar que todos los datos tienen igual peso, es decir dicho
estimador seria adecuado en el caso de completa independencia espacial del fenémeno regionalizado
(fenémenos caracterizados por un efecto pepita puro). Para demostrar dicha afirmacién, vamos a
considerar un enfoque geoestadistico de la media (en el caso estacionario).

Planteamiento

Se desea encontrar un estimador BLUE de la media de la V.R, es decir:

m' = Z AaZ (Ta) s (79)

que verifique dos condiciones:
1. ser insesgado, es decir, E (m*) =m = E (Z (z)), Vx € D.
2. varianza de estimacién minima: Var (m —m*) = min.

La primera condicién da lugar a:

N N N
E(m) =Y ME(Z(za)=) Aam=m=> A=1 (80)
a=1 a=1 a=1
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La condicién de varianza minima se puede expresar:

Var(m—m*) = E [(m - m*)ﬂ —E*(m—-m*)=E [(m - m*)ﬂ = (81)
= m?+ E(m")? —2mE (m*) = E(m*)? —m? =

N N
= 3N NME(Z (2a)) E(Z (25)) —m?] =

Por lo tanto para hallar el conjunto de pesos se debe resolver el siguiente problema de optimizacién
con restricciones:
KM) Hallar A= (A\o),—; ,, €R™

)

N
bajo la restriccién )~ A, = 1.
a=1
El Lagrangiano asociado a este problema se escribe:

L Aoy pt) ZZ)\ AgC (xo —xp) — 21 (Z ) (82)

a=1p=1 a=1
Imponiendo las condiciones necesarias de minimo restringido

oL oL
) 0, o 0, (83)

se llega a las ecuaciones normales del krigeado de la media:
Z ABCQ,B =u, a=1Ln,
B=1
N
Y =1.
=1

La varianza de estimacion resulta ser:
N N N
2
ofy = Var(m—m") . ZZ agC (z —956):2)\04#:,“7

lo que proporciona una interpretacién para el multiplicador de Lagrange.

Vemos ahora que relacién existe entre la media muestral y el estimador proporcionado por las
ecuaciones de krigeado. Para ello consideremos un efecto pepita puro, que describe un fenémeno
regionalizado altamente heterogéneo, cuya funcién de covarianza viene dada por:

2

B | o sizy=xg,
Cloa—an)={ o Srm o (55)
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En este caso el sistema de krigeado de la media se escribe:

Aa0?  =p,a=1,..,n,
o (86)
> A =1,
B=1
por lo que
1
Ao = —, = ]-7 y T
n
m*=m

y la varianza de estimacion es por tanto:

Resumen y observaciones

= Por lo tanto la diferencia entre la estimacion de la media y el célculo de la media aritmética de
los datos, radica en que en el primero de los casos se tiene en cuenta la estructura de correlacién
espacial de los mismos.

= En el caso en que la media es desconocida es necesario desarrollar otros métodos de estimacién
diferentes al krigeado simple, lo que da lugar a la técnica de krigeado ordinario.

= La posibilidad de estimar la media posibilita el considerar funciones localmente estacionarias
cuya media puede ser aproximada localmente (estimada) por una funcién constante, a partir de
los datos existentes en un recinto mévil de estacionariedad.

6.7. Krigeado con anamorfosis

La manera mds sencilla de presentar el krigeado con anamorfosis de la V.R., es considerar un caso
particular del mismo: el krigeado lognormal.

6.7.1. Krigeado lognormal

Supongamos que la F.A. Z (z), de la cual se conoce una realizacién Z (z,) en la red de muestreo
Zo,a = 1,...n, posee una distribucién lognormal (Z (z) > 0, Vz € D). Entonces

Z ~1ogN (p,0) =Y =InZ ~ N (a, 5). (87)

Se demuestra que el estimador de krigeado es 6ptimo en el caso en que la distribucién de la F.A. Z (x)
es normal, razén por la cual se transforma la F.A Y (z,) = In Z (z,) para disefiar un estimador del

n
tipo Y* (z9) = >, AaY (zo). Una vez resuelto el sistema de ecuaciones normales para Y™* (zg), se
a=1

deshace la tranformacién anterior.

6.7.2. Krigeado con anamorfosis

El krigeado con anamorfosis es la generalizacién del krigeado lognormal al caso de una funcién
aleatoria con funcién de distribucién F, (z1,...,2,). A continuacién se analiza como realizar dicha
transformacion en la préctica.

Sean Z,Y dos F.A. con funciones de distribucién conocidas F; (z), Fy (y). Sea Y = ¢ (Z) una
transformacién que identifica las funciones de probabilidad acumuladas de ambas F.A., es decir:

Fy (yp) = Fz (2) =p € [0,1], (88)
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Entonces Y = Fy.' (Fz (2)). Sila F.A. Y es N (0,1), entonces la transformacién anterior se escribe:
Y =G (Fz (), (89)

donde G es la funcién de distribucién de la N (0, 1) y recibe el nombre de transformacion de anamorfo-
sis Gaussiana. El problema radica en la practica, en que se deconoce la funcién de distribucién Fy (z)
de la V.R., por lo que debe de ser inferida a partir de los datos observados. Para ello se ordenan los
valores observados en orden creciente Z() < Z(2) < .. < Z(") v se adopta la siguiente aproximacién
para F (2):
Py («9) =% (90)
n

donde k es el orden del dato Z(¥) en la secuencia ordenada.

Con esta expresion se obtiene una primera aproximacién de Fz (z), y se transforman las variables
segun se indica en la figura 11.

A

Pi

\4

Figurall: Anamorfosis Gaussina.

Como puede observarse P (Z < z;) = p; = y; = G~ (p;). G~! corresponde a una de las aproxi-
maciones numéricas de la funcién inversa de la funcién de distribucién de la N (0,1) descritas en la
bibliografia.

Dado que se posee un rango discreto de valores, dicha transformacién en la préctica implica:

1. interpolacién entre valores de z conocidos.
2. extrapolacién en las colas (z < Zmin, 2 > Zmax) -

La interpolacién suele ser lineal que es la més sencilla, mientras que existen diferentes tipos de
extrapolacién en las colas, motivado por la forma de la distribucién normal. Entre éstas destacan los
modelos lineales, hiperbdlicos y de potencias que son los utilizados por el programa gslib.

6.8. Krigeado de variables no intrinsecas

Como vimos el krigeado simple es vilido para variables estacionarias de media conocida, mientras
que el krigeado ordinario lo es para el caso de variables estacionarias o intrinsecas cuya media es
desconocida. En esta seccién proporcionamos algunas ideas de cémo tratar las variables no intrinsecas.
Estas se caracterizan por presentar un efecto de deriva, es decir una media que depende de la variable
espacial. Ejemplos de variables no estacionarias aparecen en hidrogeologia (el nivel pizométrico de
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un acuifero en direccién del flujo), en minerfa (la profundidad del techo o del muro de una capa con
buzamiento), en medio ambiente (la concetracién de un contaminante en direccién del gradiente de
concentracion), etc...

En muchos casos la V.R. puede ser descrita como la suma de una funcién determinista m (x)
denominada deriva y de una componente estocdstica estacionaria r (z) de media nula, denominada
residuo, i.e.,

Z(x)=m(z)+7(x). (91)

Para este tipo de variables el variograma adopta la siguiente forma:

vz (h) = [m($+h)*m($)]z+%E[T(m+h)*7’(w)]Q:

[m (@ + h) = m (@)]* + 7, (h), (92)

N =N -

lo que da lugar a variogramas no acotados en el infinito si [m (z + h) —m (.’II)]2 >> h?, es decir si la
deriva es de grado superior a la lineal.

La resolucién de este tipo de problemas posee diversas variantes:

1. suponer que la variable es localmente estacionaria (hipétesis cuasiestacionaria), lo que da lugar
al krigeado en un entorno. En este caso es necesario definir el entorno de cuasiestacionariedad!! y
estimar el variograma experimental bien como el correspondiente a una direccién estacionaria (en
los casos comentados anteriormente la direccién ortogonal a la direccién de no estacionariedad
suele ser estacionaria), o inferirlo en ciertas zonas donde el efecto de deriva sea despreciable.
Cabe resenar que el krigeado en un entorno da lugar a soluciones localmente continuas (dentro
del entorno de cusiestacionariedad) pero discontinuas a nivel global. El hecho de adoptar un
modelo estacionario para estimar una variable no estacionaria puede parecer una incongruencia,
pero hay que pensar que en el krigeado la ley de comportamiento estd en los datos (no sélo en
el modelo espacial) y en este caso es de suma importancia la eleccién del recinto de krigeado.

2. suponer la forma de la deriva m (z) conocida, sustraerla y trabajar entonces con la V.R. residual
e (z). Esta técnica da lugar al krigeado residual, que hemos visto al estudiar las variables no
estacionarias. El krigeado residual para distancias superiores al alcance de la variable residual
otorga un valor a la F.A. que es igual a su tendencia.

La figura 12 muestra el caso de una variable muro de una capa de carbén con buzamiento del
yacimiento de Endesa en Andorra. Puede observarse como el variograma de superficie, los variogramas
direccionales y lo sdiagramas de dispersién indican la presencia de una no estacionariedad. Cabe
observar que el variograma en la direccién de 90° (ortogonal al buzamiento) se estabiliza.

11Que como hemos dicho supone un compromiso entre la escala a la cual el fenémeno se puede suponer localmente
estacionario y la cantidad de informacién disponible en éste.



Notas sobre modelizacién geoestadistica 52

(L)
v(h) J 870
2100 -
15000
1800 - 105
12200
1500
9400
— 1200
3800 900
1000 600
300
0 L L L L L L L >
"m0 80 =m0 30 B0 o0 0 80 160 240 320 400 480 560 640 720
1120 €00 480 160 160 480 8OO 1120 Ih|
hX
(a) (b)
A
o @ o= 2° P
hi [ o [a =] .7
1l I)‘ 890 5 i gég)c?g: o -
o (=]
4000} 880 |4 . S‘i oo Lo
3600 g L .. o
aa0 | P
3000 %2
9500 g 600 |- ° /,’/
2000t ML
1500 - //
1000 - 40 - /,/
500t o
0 ’,’

=]
B0 710 740 FF0O 800 &30 SB0 890

Z(x)
(c) (d)
'y )
y(Ih) o0 [ o
14004 &8s &
7777777777777777777 560 E‘jggﬁ/
1200 - oaoa B o
g0 §oa 85 ™"
oo i /C;E i g o(mg [=]
_ o -
8001 g a00 |- e .3 o
:; =] ,d/ =]
600 - o e oo m
400+ 740 o
15 e
00- @ AT ) S
0 L L L L L L L L > ///
0 80 160 240 320 400 480 560 640 720 BE0 L L ! L L ! L -
Il S0 710 740 770 z ?E? 830 860 890

() (f)

Figura 12: Caso de la variable muro de una capa de carbén con buzamiento. (a) var-
iograma de superficie (b) variograma omnidireccional (c) variograma segin direccién de
buzamineto (d) diagrama de dispersién para el paso 7 segin buzamiento (e) variograma
segun direccién perpendicluar al buzamiento (f) diagrama de dispersiéon para el paso 7
seguin direccién ortogonal al buzamiento.
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6.9.

Algunos aspectos practicos del krigeado

Conviene considerar los siguientes aspectos del krigeado:

Todo estimador de krigeado al minimizar el error de la estimacién, posee una variabilidad inferior
a la realidad, es decir, es una vision mds suave que el fenémeno regionalizado en si. Esto es
especialmente cierto cuando se estima con una vecindad tnica, es decir, utilizando todos los
datos del yacimiento. En el caso de vecindad mévil, es decir, krigraedo en un entorno o en
una bola, el suavizado se minimiza, y mucho més en el caso de variables no estacionarias, con
medias locales variables, en cuyo caso produce estimaciones discontinuas. En el caso del krigeado
residual para distancias superiores al alcance de la variable residual, el método otorga un valor
a la F.A. que es igual a su tendencia.

Cuando se estima en un entorno, una practica habitual es adoptar como bola de estimacion
la elipse o circunferencias de alcances deducida en la fase de krigeado residual. No obstane se
recomienda que la bola de estimacién sea més amplia (10 o 20 %) dado que aunque a un dato
fuera de la bola se le otorgue covarianza nula (no existe similitud estructural), el dato atin
proporciona informacién sobre la media local. Dicho de otro modo es importante trabajar con
informacién muy correlada y con informacién no correlada para caracterizar mejor el fenémeno
regionalizado.

La distribucién angular de los datos es muy importante por varias razones:

e en primer lugar existe un fenémeno denominado de apantallamiento. Este fenémeno se
produce cuando existen dos datos préximos, uno detras del otro. Mediante experimentos
numeéricos se comprueba que el dato mds préximo apantalla al mas lejano, y dado que los
pesos estan normalizados (su suma debe de ser la unidad) puede ocurrir que alguno de
los pesos asignados a los datos apantallados sea negativo, lo cual conduce eventualmente
a estimaciones negativas de la variable regionalizada. El efecto de apantallamiento se hace
todavia mas acusado segin aumenta la regularidad de la variable. Esto es facil de entender
dado que si consideramos un efecto pepita puro el mejor estimador geoestadistico es la
media muestral, es decir todos los pesos serdn idénticos, halla o no apantallamiento. En
el otro extremo, para las variables con variogramas gaussianos, los pesos se diferenciarén
mucho y si existe apantallamiento, forzosamente tendrédn que ser negativos.

e en segundo lugar existe el fenénemo denomina de agrupamiento, que consiste en en que
cuando dos datos estdn angularmente préximos se comportan como si fuesen un tnico dato.

e Por ambas razones los algoritmos de krigeado poseen un algortimo de busqueda de datos
que tiende a privilegiar la distribucién de éstos en diferentes octantes y a evitar el apan-
tallamiento.

Cuando se utilizan técnicas de krigeado en un entorno hay que tener en cuenta que las soluciones
halladas son discontinuas, dado que la estimacion es local. La continuidad y el suavizado aumenta
segin se aumenta el radio de la bola de estimacién.

La técnica de krigeado residual para distancias superiores al alcance de la variable residual otorga
un valor a la F.A. que es igual a su tendencia.

El krigeado lognormal debe de ser utilizado para variables regionalizadas positivas, para las
cuales se sospecha una distribucién lognormal multivariante. Cabe resenar que al transformar
la variable y tomar sus logaritmos, se disminuye el rango de variacién de la misma, con lo que
los variogramas logarftmicos asf calculados suelen ser muy resistentes a la presencia de valores
anémalos.
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= Finalmente una técnica muy utilizada en minerfa es la crosvalidacién, que consiste en suprimir
un dato y estimar en dicha posicién utilizando el modelo inferido en el andlisis estructural. Esta
técnica se utiliza con todos los datos y sirve para confirmar el modelo de covarianzas utilizado en
la fase de krigeado. No obstante, las recomendaciones expuestas en la fase de anélisis estructural
siguen siendo vélidas, es decir, es mejor utilizar un modelo de variograma que esté confirmado
por la préctica geoestadistica y por nuestro conocimiento sobre el fenémeno reagionalizado,
pese a que las estadisticas de crosvalidaciéon no sean muy favorables. Por supuesto, si ambas
circunstancias se dan, la situacién es 6ptima.
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