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PROBLEMAS PURAMENTE INDETERMINADOS

AZ=Db;con A€ Mpyu(R) m<n rang(d)=m

Este tipo de problemas surge en casos reales cuando se discretizan ecuaciones diferenciales (EDP’s) o
ecuaciones integrales (ecuaciones de Fredholm de 12 y 22 especie), que son muy tipicas en problemas de
teoria de potencial.

¢Qué caracteriza a estos problemas?

Sirang(A) = m — la aplicacion es suprayectiva, pues Col(A) = R™ (el espacio de predicciones coincide
con el espacio de datos), con lo cual el sistema AX = b es compatible para cualquier b (T2 de Rouché-
Frobenius).
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Solucién
particular

Hay que hallar:

A admite o soluciones = Xg, = X, + ker(4)
Donde X, es una solucién particular - Ax, = b ;

En este caso A posee kernel & Lnoes inyectiva:
dim(ker(4)) =n—rang(a) =n—-m>0

El conjunto de soluciones es una variedad lineal orientada por el Ker(A).

Si tengo:

Xsol = X, +W; W € Ker(A

oS
=
¢
I
S
+
@l
I
S

Ejemplo:

x+y+z=1, x—y=0; Noesunsubespacio vectorial, porque no pasa por el origen.
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Aplicacion suprayectiva, por tanto:

b= (é) € R?
Una solucién particular seria, por ejemplo:
%, =(01,1,-1)
Ker(A) = {(x,y, 2): x+y+z=0 x—y=0} Es un subespacio vectorial, porque pasa

por el origen
z==2x=-2y
x=Yy
Por tanto:

Ker(A) = (x,x,—2x) = x(1,1,-2) ={((1,1,-2))

De este modo, Ker(A se trata de una recta. Todo vector que se sitUe en esta recta tiene prediccién nula:

Ker(A) = {(x,y, z):% = 3{ = _iz}

Sustituyendo:

., (x-1 y—-1 z+1
x“’l:{ 1T 1 —2}

El problema tiene estructura: de entre todas las soluciones se va a buscar una — la soluciéon mas sencilla,
“simple”, que es aquella que posee minima energia.

Dado ¥ € R™, ¢cdmo defino su energia?

Energia(X) = ||X||, =

Se procede a hallar de “entre todas” la soluciéon de minima norma.

R" R™

Col(A")

Caracteristicas:
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e dim(Col(4)) = dim(Col(AT)); rang(Ad) =rang T)
(Si hay unas relaciones de dependencia, al trasponer la matriz se mantienen)

Se trata de espacios euclideos, ya que: X -y = Y1_; XV, ; (no solo hay proyecciones, sino
también productos escalares).

o dim(Ker(4)) + rang(4) =n

o dim(Ker(4")) + rang(AT) =m

o (Ker(AT))" = Col(A™)

o (K (AT))" = Col(

e R"=Ker(4) + Col(AT); (Suma directa)

e R™=Ker(4") + Co (4)

Para cualquier ¥ € R™: X = ¥; + X,
%, € Ker(4) #%, € Col(4T)
¥, + %, = 0 (son ortogonales)

- 2 . S S . 5 5 . 5 5 - 2 - 2 ‘
X127 = (g + %) - (%) + X3) = X1 X1 + XX + XX, + XX, = |[X4][27 + [IX2]l," > T2 PITAGORAS.

Se tiene:
Xoor = X, + Ker(A);  AXy = b

La solucion de minima energia es aquella que no tiene componentes en Ker(A).

XNormaminima € Col(AT)

X = ATZ; AXyy = b

AAT € My (R); rang (AAT) = rang(4) = m
Xy = AT(AAT)"1b - right inverse of A

(Inciso) En MC (P. Puramente Sobredeterminado):

X5 = (ATA)"ATh - left inverse of A

Graficamente:
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¢Cémo se resolveria con ello el problema anterior?
x+y+z=1, x—-y=0
Se afade la nueva expresion:
(x,y,2)-(1,1,-2)=0-x+y—2z=0

Y se resuelve el sistema.

éQué ocurriria si el sistema es deficiente en rango?

Sistema:

A¥=Db; mn cualesquiera.

rang(A) = r < min(m,n) - hay ecuaciones y pardmetros redundantes: tipico en problemas

ingenieriles:

R" R™

e~

No es suprayectiva.
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dim(Ker(A)) =n—r # 0 = no es inyectiva.

b puede situarse en Col(A) (en cuyo caso Joo soluciones — hallar solucién de NM), lo que seria una mera
coincidencia, ya que lo légico es que no se encuentre en Col(A) — no tiene solucidn.

Si b no esté en Col(A) — Sistema incompatible — ¢MC?

n" R"l

Se puede modelizar p, que es la parte mas cercana a B, y como hay espacio de incertidumbre (Ker(A)), hay
infinitas soluciones de MC — se busca la solucion de Norma Minima de Minimos Cuadrados.

En este caso, be Col(A) (en general)

o = %,MC + Ker (ATA) = x,C + Ker (A)
Es posible hallar X*, que es la solucién de norma minima de MC (pseudoinversa de Moore-Penrose, A*).
Con MATLAB:
» x = pinv(A) * b
Proporciona la solucién generalizada de AX = B), para cualquier A,I—)).
SisetratadeunSCD —» At =471
Sisetratadeun SPS—> A' = (ATA)7AT - MC
SisetratadeunSPl» A = AT(4A")™' - NM
Si el sistema es deficiente en rango — proporciona la soluciéon de NM del sistema de MC.
¢Cémo se construye A*?
Se relaciona con SVD (Singular Value Decomposition).
T2 de Schurr — cualquier matriz se puede factorizar como producto de 3 matrices:
Para cualquier A € M« (R):

A=usv’

Donde:



EPM . )
OLITEGNICA D ﬁ MODELIZACION MATEMATICA

A es de dimensién m X n

U es de dimensiéon m X m
Y esde dimensién m X n
VT es de dimensién n X n
UT =U"! - ortogonal

VT =V~ - ortogonal

Sies asi:

Y~ = SVD(A); es diagonal por bloques.

Sirang(4) = r < min(m, n):

al 0 0
_ 0 a 0o .. 0 _ (Zr 01)
X=lo "2 a 0 - o= 0, 0,

o 0 0 0o 0

a; > 0; son los valores singulares de A (no propios, singulares): espectro de A.

At = (UZVT)+ = (V) (X)*Ut = vEtuT

Donde:
1
a
+ _ 02
1= 1
aT
0, 05
A* proporciona la solucién de NM de MC.
En MATLAB:
> (u,s,v) = svd(4);
A=uzv’

AAT = uxvTyeTyT = uzsTuT
Sino:
ATA =vxTzyT

Solo se necesita una de las dos diagonalizaciones.



