Tema 1: Introduccion a los modelos matematicos para
la descripcion de los procesos en ingenieria.
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MODELOS MATEMATICOS

Un modelo matematico es una abstraccidn, representacion o simplificacién de la realidad: PROTOTIPO.
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FASES DE UN MODELO:

1) Conceptualizacion (modelo tedrico). Es la primera fase del modelo, y en ella se analiza el
problema, determinando qué variables o principios estdn implicados en el mismo: leyes
matematicas, técnicas posibles, etc.

Ejemplo: Ley de Newton.

d?x

a2z

2
F=mxa - F(t)=m><ZTf - EDO. - mxX - F(t)=0

Es necesario conocer el problema de valor inicial (pvi):
dx
(0 =%  =(0) =1
Si solo existen fuerzas de gravedad:
d?x

F)=mxg - 2X=g

Aplicando “primitivacidon” se obtiene lo siguiente:

dx 1
= gt+ ¢, - x(t)= Egt2 + C,t + C, (solucién general)
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x(0)=C=x, x')=gt+C; x'(0)=C, =v,

Se obtiene finalmente:

1
x(t) = Egtz + vot + x,

En un PROBLEMA DIRECTO (forward), como por ejemplo para conocer la trayectoria seguida por
un misil siguiendo la formulacién anterior, se entra con los valores de las variables y, tras una
serie de operaciones regidas por los pardmetros de funcionamiento del modelo, se obtienen los
parametros de salida:

Misil (ENTRADA) FORWARD
)
m 6 SALIDA
Xo 1 y
v | T | levoenewton | B | x(0 =59 +ntt+x
Variable o | (Pardmetros de
independiente @ funcionamiento)
——

2) Analisis tedrico (buen planteamiento). Esta fase consiste en comprobar si el modelo cumple las
siguientes condiciones:
- Existencia de solucidn.
- Unicidad de solucion.
- Estabilidad de solucion.

Las fases 1 y 2 engloban constituyen el MODELO TEORICO; a partir de aqui comienza el MODELO
NUMERICO.

3) Implementacion numérica. Se compone a su vez de dos partes:
- Célculo numérico, en el que se analiza si existe la solucién numérica, y si es Unica y estable.
- Programacion.

4) Mediciones. Consiste en la obtencion de datos relacionados con el modelo. Es necesario tener
en cuenta que toda medicién tiene un error de medida asociado.

5) Calibracion del modelo. En esta fase se compara la salida del modelo con los datos observados
en la realidad (mediciones).

6) Validacion. Llegado este punto, se observa si el modelo funciona o no; si funciona
adecuadamente puede emplearse en estudios cientificos o en aplicaciones ingenieriles; si no
funciona, es necesario volver a la fase 1), pues los fallos se deben, habitualmente, a errores
conceptuales.

TIPOS DE MODELOS:

1) Deterministas (leyes fisicas). La respuesta estd determinada por la fisica.
2) Basados en datos. A su vez se diferencian dos tipos:
a. Modelos experimentales (modelos de ajuste).

En los procesos experimentales, o de ajuste, se dispone de una serie de datos observados (considerando
un ejemplo unidimensional):

{1, v1), (x2,V2), «ov, (X, Ym)} ; donde m es el ndmero de datos.
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El objetivo es construir un modelo explicativo de dichas observaciones:
y*(x) (*= predictor, estimador)
Lo ideal es conseguir que:

V) =y Y=y, ¥ (Xm) R ym
En primer lugar se define el modelo, de la siguiente manera:

n

Y0 = ) @) = @191 () + 00, () + + ()

k=1

Donde ¢ (x) son las funciones de base o de construccién del modelo, y de ellas depende la forma del
modelo. Hay varios tipos de funciones de base:

- Funciones interpoladoras: {g;(x)} = {1,x,x?, ..., x"}. Funciones polinémicas (Lagrange).
- Funciones trigonométricas:
{p; ()} = {1, cos(x), sin(x), cos(2x) ,sin(2x), ..., cos(nx), sin(nx)}. Funciones de Fourier.

Estas funciones son los patrones del interpolador, y una vez que se fijan se tiene que:

n n n

z A i (x) = Y1 z A pi(xz) = ¥, z APk (Xm) = Ym

k=1 k=1 k=1

Se desconocen los valores de a,, que son los pesos. El problema puede escribirse matricialmente de la
forma:

|(P1(.x1) (ngxl)} Zi ﬁ

¢1 (xm) (pm(‘x‘m)
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Con: deRr" yeR™ F € M,4,(R)

Por tanto, para determinar los pesos es necesario resolver un sistema lineal, de m ecuaciones y n
incognitas.

Asi, en funcién del valor de m y n, pueden darse dos casos:

e Casol:m=mn — Fescuadrada, y rang(F) = n — Sistema Compatible Determinado. Existe
una solucidn Unica y exacta. Se trata de un problema de interpolacion.

e Caso 2: m + n. Se diferencian entonces dos supuestos diferentes:
o m>n — Problema sobredeterminado: existen mds restricciones que grados de
libertad. No tiene solucién. Se trata de un problema de ajuste o de minimos cuadrados.
o m<n - Existen n—rang(F) grados de libertad. Donde n es el nimero de
ecuaciones independientes. El problema tendra posiblemente infinitas soluciones.

Recordatorio: el Rango de una matriz F es el nimero de ecuaciones y de pardmetros independientes de la
misma:

rang (F) £ min(m,n)
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1 1 1 1 1 1
F=[0 1]=|0 1)%(0 1>—>rang(F):2
2 1 0 -1 0 0
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La dltima fila es redundante con respecto a las demds.
b. Modelos estadisticos (leyes de probabilidad).

Sea x(t) una serie temporal (proceso estocdstico que depende del tiempo). Dado £, x(£) es una variable
aleatoria:

X +1c (68,3%) x()

%26 (95,5%)

X+30 (99,7%)

Se trata de una variable aleatoria que varia con el tiempo, y que tiene una correlaciéon temporal.
Asi, los procesos estocdsticos pueden ser:

- Temporales, (t).
- Espaciales, (x, v, z).
- Espacio-temporales, (x, y, z, t).

La estadistica sin incertidumbre tiende al determinismo.



