Sesion 4

Contrastes de hipoétesis sobre cadenas
de Markov

En la practica anterior, vimos cémo realizar calculos con una cadena de Markov a partir de
su matriz de transicién. En esta practica, veremos como estudiar la bondad de ajuste de unos
datos a este tipo de modelos, con varios conjuntos de datos reales.

4.1. Estudio del ajuste a una cadena de Markov

En las sesiones 3 y 4, estudiamos uno de los procesos estocasticos a tiempo discreto méas
importantes: las cadenas de Markov. Como vimos en la practica 3, una secuencia {X,}, de
variables aleatorias con valores en un espacio finito €2 se denomina cadena de Markov en tiempo
discreto cuando

P(Xn+1 = l’n+1|X1 = Tq1,... ,Xn = (L’n) = P(Xn+1 = .Tn+1|Xn = ZEn>,

donde z; es el estado del sistema en el instante 1.
Para simplificar la notacién, supondremos que el espacio finito de estados es Q2 = {1,... ,n}.
Una cadena de Markov se dice homogénea cuando la probabilidad de pasar del estado ¢ al
7 no depende del instante de tiempo en que nos encontramos:

P<Xn+1 :j’Xn:i) :P(X2:j|X1 :i)'

En muchas ocasiones, antes de aplicar los resultados teodricos existentes acerca de las cadenas
de Markov es necesario comprobar estadisticamente estas dos condiciones (la condicién de
Markov y la homogeneidad). Podemos hacerlo de manera sencilla a partir de los contrastes de
hipotesis de homogeneidad que habéis visto en la asignatura de Inferencia Estadistica.

Ejemplo 4.1. Uno de los campos en los que las cadenas de Markov han tenido aplicacion
es de la meteorologia. En esta prdctica vamos a considerar las secuencias de dias lluviosos y
soleados en Oviedo durante el otonio de 2012, donde un dia se considera lluvioso (X=1) cuando
la precipitacién es superior a 0.1mm por m?. Consideramos la secuencia de ceros y unos entre
el 1 de noviembre de 2012 y el 24 de enero de 2013.

Para comprobar la hipotesis de Markov, vamos a estudiar si la distribucion de probabilidad
de X11| Xy coincide con la de X;11| Xy, Xy—1. Para ello, recopilamos los datos para cada una de
las combinaciones de valores de X;, X;_1, y aplicamos un test x* de homogeneidad. Podemos
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hacer esto yendo a Estadisticos — Tablas de contingencia — Introducir una tabla de doble
entrada. El numero de filas representa el nimero de variables (distribuciones) que estamos
comparando, mientras que el niumero de columnas representa el numero de valores posibles de
cada una de estas distribuciones (en este caso 2).
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El test x? de contingencia compara las frecuencias observadas en cada clase con las que
esperariamos caso de que la hipotesis de igualdad de distribuciones fuese cierta. Para aplicarlo,
debemos realizar los siguientes pasos:

s Con la opcion Datos — Cargar conjunto de datos cargamos el fichero Lluvia. Rdata.

» Creamos un vector de ceros y unos que nos indica si el dia ha sido seco (0) o lluvioso (1):

x=rep(0,85)
for (i in 1:85)

if (Datos[i,2]>0.1) x[i]=1

» Calculamos las frecuencias absolutas de las secuencias (0,1),(0,0,1) y (1,0,1). Por ejem-
plo, para ver las frecuencias de (0,0) y de (0,1), hariamos lo siguiente:

freq00=0
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freq01=0

for (i in 1:84){

if (x[i]==0 & x[i+1]==1)

freq0l=freq01+1

else {if (x[i]==0 & x[i+1]==0) freq00=freq00+1} }

obteniendo

> freq01
[1] 17

> freq00
[1] 25

De manera andloga se obtendria la distribucion de frecuencias condicionada a (0,0) y a
(1,0):

freq000=0

freq001=0

freq101=0

freq100=0

for (i in 1:83){

if (x[i]==0 & x[i+1]==0 & x[i+2]==0) {freq000=freq000+1} else
if (x[i]==0 & x[i+1]==0 & x[i+2]==1) {freq001=freq001+1} else
if (x[i]==1 & x[i+1]==0 & x[i+2]==1) {freql01=freql01+1} else
if (x[i]==1 & x[i+1]==0 & x[i+2]==0) {freq100=freql100+1} }

Se obtiene

> freq001
(11 9

> freq000
[1] 16

> freql01
[1] 8

> freql00
(1] 8

» Con estas frecuencias, introducimos y analizamos la tabla de doble entrada. En este caso,
obtenemos la siguiente salida:

PROCESOS ESTOCASTICOS Master en Andlisis de Datos para la Inteligencia de Negocios



4 SESION 4. AJUSTE DE DATOS A UNA CADENA DE MARKOV

data: .Table X-squared = 0.7878, df = 1, p-value = 0.3748

de donde deducimos que, al ser el p-valor mayor que 0.05, no rechazamos la hipotesis de ho-
mogeneidad en las distribuciones. Para estar sequros de que se cumple la condicion de Markov,
deberiamos estudiar de manera andloga si la distribucion de X;11|X; = 1 es independiente del
valor de X;_1.

4.2. Ejercicios

1. (a) Utiliza los datos del ejemplo [4.1] y contrasta si la distribuciéon de X;1|X; = 1 es
independiente del valor de X;_;.

(b) Consideremos de nuevo el fichero Lluvia, en el que aparecen los datos de precipitacion
en Oviedo entre el 1 de noviembre de 2012 y el 24 de enero de 2013. Supongamos que
ahora clasificamos los dias en tres grupos: secos (precipitacién < 0,1mm), lluvioso
(precipitacién entre 0.1 y 5mm) y muy lluvioso (precipitacién > 5mm). Obtén la
tabla de frecuencias correspondiente y analiza si se cumple la hipotesis de Markov.

2. Elfichero de datos Acciones.Rdata contiene los datos acerca de la evolucién de las acciones
de una compania, en términos cualitativos (se consideran tinicamente los valores ‘Baja’,

y ‘Sube’).
(a) Crea un vector x que tome el valor 0 cuando la accién baja y 1 cuando sube.

(b) Utiliza este vector para estudiar si la evolucion de la variable satisface la condicién
de Markov.
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