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El movimiento browniano

El movimiento browniano es el movimiento aleatorio que se
observa en algunas particulas microscopicas que se hallan en
un medio fluido. Recibe su nombre en honor al escocés Robert
Brown, bidlogo y botanico que descubri6 este fenémeno en
1827 y observé que pequenas particulas de polen se
desplazaban en movimientos aleatorios sin razon aparente.

También se denomina proceso de Wiener, en honor al
matematico americano Norbert Wiener, que realizé6 numerosos
trabajos sobre el tema.
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Definicion

Un proceso estocastico { W;}+>o se dice movimiento Browniano
cuando cumple las siguientes condiciones:

> P(Wo =0) = 1.

» Para cualquier conjunto de instantes de tiempo
0<H <b<-- <t,setiene que las variables
Wy, Wy, — Wy, ..., W, — W4, , son independientes.

» Si0 <s <t entonces W; — Ws ~ N(O,+t — 5).

Podemos interpretar W; como el vector posicion de una
particula respecto al eje en el instante > 0.
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Aplicaciones

El movimiento browniano posee aplicaciones en los siguientes
campos:

» Analisis de mercados (Osborne; Black-Scholes).
» Teoria de la decision (Romanow).
» Modelos de estabilizacion de precios (Smith).

» Teoria de fractales (Perrin), con aplicaciones en analisis de
imagenes médicas (Chen-Fox).

El movimiento browniano se vera con mucho mas detalle en la
asignatura Calculo Estocastico para las Finanzas y los Seguros.
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Modelos markovianos de renovacion

Un modelo markoviano de renovacion (MRP) es un proceso
estocastico que generaliza a muchos de los modelos que hemos
visto en sesiones anteriores. Consiste en una coleccién
{Xnh, Th}n>1 de variables aleatorias tales que
P(tni1 < t, X1 = j|(Xo, To), (X1, Th), -, (Xn =1, Tp)) =
P(thi1 <t Xpp1 =Jj|Xp=0) Vn>1,t>0,i,j € S,

siendo S el espacio de estadosy 7, = T, — Tp_1.

T, representa el instante de la transicion n-ésima y X, el estado
al que entramos.

Los MRP fueron desarrollados fundamentalmente por Pyke.
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Casos particulares

» El proceso a tiempo continuo { Y;}+>o donde Y; = X, para
t € [Th, Thi1) se denomina cadena semi-markoviana. NO
es una CMTC, sino que se comporta asi Unicamente en los
instantes de salto.

» Cuando los tiempos entre llegadas siguen una distribucion
exponencial, entonces { Y;}+>o si es una CMTC.

» El proceso {X}n>0 es una cadena de Markov a tiempo
discreto.

» Si las variables {75}, son independientes e idénticamente
distribuidas y su distribucién no depende del valor de X,
obtenemos un proceso de renovacion.
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Aplicaciones en teoria de colas

Los MRP permiten modelizar como casos particulares los
modelos de colas M/G/1 (es decir, con distribucidn arbitraria de
servicio) (Anderson). En particular, permiten estudiar modelos
mas complejos, como:

» llegadas en masa (Neuts);
» tiempos de servicio dependientes de la cola (Harris).

También permiten modelizar colas de tipo G/M/1, y modelos en
los que los tiempos de llegada cumplen la propiedad
semi-markoviana (Cinlar).
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Otras aplicaciones

v

Fiabilidad de sistemas (Cinlar).

v

Medicina (Weiss,Zelen).

v

Seguros (Janssen).

v

Movimientos de particulas (Cinlar).
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Procesos regenerativos

Un proceso estocastico {X;}+>o con espacio de estados
{0,1,2,...} se dice proceso regenerativo cuando existen una
serie de momentos en los que el proceso se reinicia de acuerdo
con ciertas probabilidades.

Matematicamente, {X;}+>0 €s un proceso regenerativo cuando
existen tiempos 0 < To < T1 < To < ... tales que:

» El proceso { X7, +t}t>0 tiene la misma distribucion que
{Xnorttt=0y
» es independiente del proceso {X;}c(o, 7]
para todo k > 1.

Es decir, el proceso se puede descomponer en ciclos i.i.d. Los
procesos regenerativos fueron desarrollados por Walter Smith.
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Casos particulares

Un proceso regenerativo con Tp > 0 se dice retrasado, y si
To = 0 se dice no retrasado.

» Los procesos de renovacién son un caso particular, con Ty
representando el instante de la primera renovacion.

» Las cadenas de Markov recurrentes y los movimientos
brownianos reflejados son también casos particulares de
procesos regenerativos.

Estos procesos han sido estudiados por Sigman y Wolff, entre
otros. Su principal ventaja es que poseen distribucion
estacionaria bajo condiciones bastante generales.
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Aplicaciones

Los procesos regenerativos se han aplicado en los siguientes
campos:

» Modelos de inventario (Hurter, Kamisnky).
» Fiabilidad de sistemas (Birolini).

» Teoria de colas, cuando los tiempos de llegada se ajustan a
un proceso de renovacion.

» Las redes de Petri estocasticas (Natkin, Molloy).
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Relacion entre los modelos

PP - Poisson Process
RP = Renewal Process
CP = Counting Process

MRGF Markov Regenerative Process
M j mi — Markov Process

MP 2%hrkov Process
BDP - Brith & Death Process
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Modelos MCMC

Las Cadenas de Markov Montecarlo (MCMC) son un método de
estimacion muy utilizado en estadistica Bayesiana para realizar
estimaciones con modelos complejos.

Permiten generar, de manera iterativa, observaciones de
distribuciones multivariantes que dificilmente podrian simularse
utilizando métodos directos.

La idea basica consiste en construir una cadena de Markov que
sea facil de simular y cuya distribucion de equilibrio corresponda
a la distribucion final que nos interesa.

Dentro de los métodos MCMC, uno de los mas utilizados por su
sencillez es el llamado muestreo de Gibbs (Gibbs sampler).
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El método de Montecarlo

Los métodos de Monte Carlo son una clase de algoritmos
computacionales que se basan en el muestreo aleatorio para
obtener sus resultados. Son utiles en situaciones en las que no
es factible obtener una solucion deterministica, y se utilizan en
muchas ocasiones como complemento de resultados tedricos.

El procedimiento basico es el siguiente:

1. Definimos el espacio de posibles valores.

2. Generamos puntos en ese espacio de acuerdo con cierta
distribucién de probabilidad.

3. Realizamos cierta operacién en los puntos generados.
4. Agregamos los resultados.
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Ejemplo

Veamos como usar un método de Montecarlo para estimar el
valor de 7. Para ello, teniendo en cuenta que el area del circulo
es mr?, hacemos lo siguiente:

1. Generamos puntos al azar en el cuadrado [—1,1] x [-1,1].

2. Miramos cuantos de esos puntos estan dentro del circulo
de centro (0,0) y radio 1.

3. La proporcion de dichos puntos deberia ser la relacion
entre el area del circulo () y el area total (4).

4. Asi, nuestra estimacion de = sera 4 veces dicha proporcion.
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Modelos MCMC

Una alternativa eficiente a los métodos numéricos son los
métodos MCMC. Se basan en la combinacién de dos técnicas:

1. Usamos cadenas de Markov para simular muestras de
distribuciones de probabilidad multivariante, en las que
resulta mas sencillo trabajar con distribuciones de
probabilidad condicionadas que con la conjunta.

2. Una vez obtenidas las muestras, las usamos para realizar
estimaciones de acuerdo con métodos Montecarlo.

La distribucion ‘objetivo’ se corresponde con la distribucion
estacionaria de la cadena de Markov.
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Muestro de Gibbs

El problema principal es como disenar una cadena de Markov
que tenga la distribucion estacionaria que nos interesa. Para
ello, se usa el algoritmo Metropolis-Hastings, que en su version
mas sencilla se convierte en el muestreo de Gibbs.

Es aplicable cuando:

1. w(64,...,60nx) no tiene una expresion analitica sencilla.

2. Paratodoi=1,...,n, si que existe una expresion sencilla
de la distribucién

7T(9,'|01,. .. ,9/_1,9/+1,.. .,6),,,x) = 7T(0,'|(9_,',X),

donde denotamos 6_; := (61,...,0i_1,0i+1,...,0n).

E. Miranda ©) Procesos estocasticos



Muestreo de Gibbs: esquema

. Comenzamos con un vector inicial ° = (69, ..., 69).

2. Para obtener el vector 9" = (6],...,0}):
» Muestreamos 0] de 7(61]69, ...,609, x).

» Muestreamos 6 de m(6]6],69,...,69, x).

> ...

» Muestreamos 6} de w(0,/601,...,0} ,, x).
De esta forma, una vez que tenemos N realizaciones, 6',..., 6N,
se puede demostrar que 6% : k =1,..., N forma una cadena de

Markov cuyas probabilidades de transicion son

n

p(0* 110Ky = TT m(OF T 0K Y jcin {0F 50 %),
=1

y la distribucién estacionaria de esta cadena de Markov es
w(0]x).
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Ejemplo de convergencia
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Aplicaciones

Los modelos MCMC se han aplicado en los siguientes campos:
» Ingenieria (Walgama, Thang, Dwight).
» Fisica computacional.
» Biologia computacional (Drummond, Rambaut).
» Criptografia (Diaconis).

En el campo de las finanzas, los modelos MCMC han sido
desarrollados por Johannes y Polson, en un modelo relacionado
también con el movimiento browniano antes mencionado.
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