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Definicion

Decimos que {X;}+>0 es una cadena de Markov a tiempo
continuo (CMTC) si para cualesquiera tiempos
0<sy<s1<---<sp<syestados iy,...,In, I, J, Se cumple

P(Xtrs = j| Xs =1, Xs, = Ip, ..., Xsy, = Ip) = P(Xt = j| Xo = i).

Ejemplo: Sea {N;}>o un proceso de Poisson con parametro A y
sea { Yn}n una cadena de Markov a tiempo discreto. Entonces,
el proceso { Yy, }+>0 €s una cadena de Markov a tiempo
continuo.
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Ejemplo: el proceso de Yule

Representa una poblacion cuyos individuos generan nuevos
miembros pero no pueden morir. Se utiliza en modelos como el
crecimiento de bacterias, la fision de neutrones, y otros
procesos de replicacion.

Cada individuo se comporta de forma independiente y genera
un nuevo individuo en tiempo exponencial con tasa .

Si X; es el nimero de individuos en el instante t, { X}~ es una
cadena de Markov en tiempo continuo denominada proceso de
Yule.
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Relacién con la distribucion exponencial

Sea {Xi}+>0 una CMTC. Supongamos que esta en el estado i, y
sea 7; la variable ‘tiempo hasta la proxima transicion’. Por la
propiedad de Markov, se tiene que

P(ri > t+ s|rj > 8) = P(1; > 1),

luego 7; cumple la propiedad de falta de memoria, lo que implica
que sigue una distribucion exponencial.

Asi, una CMTC esta determinada por:

» Las tasas v; del tiempo en el estado i antes de transitar a
otro estado;

» las probabilidades de pasar de un estado a otro.
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Probabilidades de transicién

En este caso, para todo tiempo t tenemos una probabilidad de
transicion
Pi(i,j) = P(Xt = j| Xo = ).

En general, es dificil o imposible determinar la probabilidad de
transicién, aunque si se puede en casos sencillos.

Ejemplo: En el caso de un proceso de Poisson con parametro ),
la matriz de transicion viene dada por

VA 0.V
pt(’v/)*e At(j—l)'
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CMTC irreducibles y homogéneas

Un proceso estocastico {X;}+>o se dice irreducible cuando para
todo par de estados x, y es posible pasar de x a y en una
cantidad finita de saltos.

En ocasiones, se llaman cadenas de Markov en tiempo continuo
a los procesos {X;}>o para los que

P(Xt+s :”XS = i,Xsn = in,...,XsO = IO) = P(Xt+s :_I’XS = /),

y se les llama homogéneas cuando para cada s < t y cada par
de estados i/, j, se cumple

P(Xt = j|Xs = i) = P(Xt—s = j| Xo = I).

Este es el caso que consideramos nosotros.
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CMTC homogéneas

Dado un proceso a tiempo continuo homogéneo {X;}+>o, se
tiene que es una Cadena de Markov en tiempo continuo si:

» Cuando entra en un estado /, el tiempo que permanece en
él se distribuye segun una exponencial de parametro v;.

» Cuando abandona el estado i entra en el estado j con
probabilidad de transicion p ;.
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Ecuaciones de Chapman-Kolmogorov

En este caso se cumple algo analogo al caso dicreto:

Zps(i> k)pt(kvl) = pSJrl‘(iaj)'
k

La idea es que para pasar del estado i al estado j en un tiempo
s + t, debemos de pasar por algun estado intermedio k, y la
propiedad Markoviana garantiza que los transitos de i a k y de k
a j son independientes.

E. Miranda ©2016 Procesos estocasticos



Tasas de salto

En el caso de cadenas de Markov en tiempo continuo, podemos
calcular las probabilidades de transicion a través de las
llamadas tasas de salto. Se define latasa de saltode i aj
(donde j # i) como

ph(lvj)

siempre que el limite exista.

En general el limite anterior no tiene por qué existir, y por lo
tanto no siempre se pueden definir las tasas de transicién; no
obstante, si existen en la mayoria de los casos de interés. En
esos casos, se cumple q(i,j) = vip(i,j).

A partir de las tasas de salto, es posible construir una cadena de
Markov en tiempo continuo que las induzca. También es posible
deducir las probabilidades de transicion.
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Distribuciones estacionarias

En el caso discreto, una distribucion estacionaria = era una
solucién de la ecuaciéon mp = , donde p era la matriz de
transicion de la cadena de Markov. En el caso continuo, = sera
una distribucién estacionaria cuando

wpt = m paratodo t > 0.

Al igual que en el caso discreto, m hace el proceso estacionario:
si la distribucion inicial de Xj fuera =, también lo seria la de X;
para todo t.
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Caracterizaciéon de distribuciones estacionarias

Definimos la matriz de tasas de transicion como

QUi.j) - {q(i,j) sij#1i

=\ sij=1I,
siendo \; = >, q(/, /) la tasa total de saltos fuera de /.

» 7 es una distribucién estacionaria < 7Q = 0.

Estas ecuaciones se llaman ecuaciones de equilibrio (global).
La idea es que para una distribucion estacionaria el flujo de
llegada coincidira con el flujo de salida.
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Propiedades de la distribucidon estacionaria

La distribucion estacionaria puede no existir, aunque existe en
condiciones algo mas generales que con las cadenas de Markov
en tiempo discreto.

Si la cadena de Markov es irreducible y tiene distribucion
estacionaria 7, entonces

lim pe(i. j) = 7 (J)-

Deducimos de aqui que si existe una distribucion estacionaria,
entonces es unica.

En el caso del proceso de Poisson y del proceso de Yule, las
ecuaciones de equilibrio no tienen solucion.
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Ecuaciones de equilibrio locales

Una forma de calcular la distribucién estacionaria es a través de
las ecuaciones de equilibrio locales,

7iQjj = Q)i Vi # J.

» Estas ecuaciones expresan un equilibrio de flujo entre todo
par de estados.

» Si 7 es una solucion de las ecuaciones de equilibrio locales,
entonces es la distribucion estacionaria de la cadena de
Markov.

» Sin embargo, existen cadenas de Markov cuya distribucion
estacionaria no satisface estas ecuaciones.
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Cadenas de Markov reversibles

Se dice que una CMTC estacionaria {X;}:>o es reversible (en el
tiempo) si y sélo si existe una distribucién estacionaria = que
satisface las ecuaciones de equilibrio locales

miQij = Tj i
La idea es que la tasa con la que el sistema pasa directamente

del estado / al estado j coincide con la tasa con la que pasa
directamente del estado j al estado i.
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Los modelos de Markov ocultos (HMM)

Una generalizacién de los modelos de Markov son los llamados
modelos de Markov ocultos (Hidden Markov Models). Consisten
en una cadena de Markov en la que, en lugar de observar el
estado de las variables X;, se observa el estado de variables
latentes, a partir de las cuales se pueden realizar estimaciones

de las observaciones.

Son un ejemplo de redes Bayesianas dinamicas, y tienen
aplicacion en reconocimiento de patrones temporal,
criptoanalisis, series temporales, etc. Se pueden formular tanto
a tiempo discreto como a tiempo continuo.
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Procesos de nacimiento y muerte

Los procesos de nacimiento y muerte representan sistemas
cuyo estado en cada instante representa el nimero de
individuos en el mismo. Si éste es n, se producen llegadas con
tasa exponencial A\, y salidas con tasa exponencial up, de
forma independiente.

Un proceso de nacimiento y muerte es una CMTC con espacio
de estados {0,1,2,..., }, tasas de permanencia
Vo = Ao, Vi = A\j + uj, | > 0, y probabilidades de transicién

Aj i
s pr— 7, [ [ pr— 77 pr— 1
p/,/+1 >\i + 1L p/,/ 1 )\i + Po1

pi;j = 0 para cualesquiera otros i, j.
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Representacién grafica

f\(] f\1 Ak-1 }tk
Hi Hz M
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Los procesos de nacimiento y muerte se enmarcan dentro de la
teoria de colas.
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Ejemplos

» Un proceso de Poisson es un proceso de nacimiento y
muerte con tasas A\, = A, up = 0 para todo n.

» Un proceso de Yule es un proceso de nacimiento y muerte
con tasas A\, = n\, un = 0 para todo n.

En general, un proceso se dice de nacimiento puro cuando
un = 0 paratodo n> 1.

La idea se puede generalizar a los procesos de nacimiento y
muerte a tiempo discreto. Veremos un ejemplo en préacticas.
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Ecuaciones de equilibrio

En el caso de un proceso de nacimiento y muerte estacionario,
las ecuaciones de equilibrio son

(An+ pn)Tn = An1Tn—1 + fini1Tne1 VN > 1
AoTo = HATe.

La primera ecuacion iguala la probabilidad de salir del estado n
cuando estamos en él con la de llegar a ese estado cuando no
estamos en él; la segunda se corresponde con el caso particular
de n = 0, en cuyo caso s6lo podemos salir con un nacimiento y
llegar con una muerte.
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Tasas de salto y distribucion estacionaria

Las tasas de salto son qo1 = Ao, Qi1 = Ais Qii—1 = i Y Gij =0
para cualquier otro par i, J.

La distribucion estacionaria es

= An—1--- Ao
n— An—1 o
/‘1“1(1 + Zn = el )
y existe siy sélosi > A=t o
N pnep )

Si T; denota el tiempo que tarda el sistema en pasar del estado i
al estado / + 1, se cumple
1

N L M
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