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An old man, who had spent his life looking for a winning
formula (martingale), spent the last days of his life
putting it into practice, and his last pennies to see it fail.
The martingale is as elusive as the soul.

A. Dumas padre, Mille et un fantémes, 1849.
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Esperanza condicionada

Dado un subconjunto medible A de €2, definimos su indicador
la:Q — {0,1} como la funcién que toma el valor 1 en Ay 0 en
A°C.

Definimos la integral de X sobre A como E(X;A) = E(Xla), y la
esperanza condicionada de X dado A como
E(X|A) = E(X;A)/P(A).

La esperanza condicionada es la esperanza con respecto a la
distribucién de probabilidad condicionada, dada por

P(:|A) = P(- N A)/P(A).
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Un poco de historia

» El origen de las martingalas se produjo en el siglo XVIIl en
Francia, en relacion con apuestas y juegos de azar. Se
intentd demostrar la inexistencia de una estrategia
ganadora para un juego justo, en la regla del doblaje que
luego veremos.

» Los principales resultados fueron establecidos por Lévy,
Ville y Doob.
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Martingalas: definicion

Sea {Xj}n>0 una sucesion de variables aleatorias. Constituyen
una martingala cuando

1. E(]Xh|) < oo para todo n.
2. E(Xnt1|Xn = Xn, Xn—1 = Xn—1,..., Xo = Xo) = Xn para todo
XO, oo ,Xn.

La segunda condicion es equivalente a
E(Xni1 — Xn|Xn = Xn, Xn—1 = Xp_1,..., Xo = X) =0

para todo Xy, . . ., Xpn.
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Supermartingalas y submartingalas

Decimos que una sucesion {X,},>0 de v.a. es una
supermartingala cuando

E(Xni1 — XalXn=Xn,...,. Xo =X) <0

para todo xp, ..., Xp, Y que es una submartingala cuando
E(Xni1 — XnlXn=Xn, ..., Xo =X0) >0

para todo Xxg, . . ., Xp.

Si interpretamos X, como nuestras ganancias en un instante n,
en una martingala el juego seria justo; en una supermartingala
el juego seria desfavorable (perdemos dinero segun pasa el
tiempo), y en una submartingala el juego seria favorable
(esperamos ganar dinero segun pasa el tiempo).
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Ejemplo: caminos aleatorios de media 0

Sea (£n)n>1 Una sucesion de variables aleatorias
independientes tal que E(¢;) = 0 para todo /. Definimos

Xn 1:X0+§1 +-+&n
Entonces, {X,}, constituye una martingala.

Por otro lado, si E(&;) < 0 para todo i, { Xp},>0 constituye una
supermartingala, y si E(¢;) > 0 para todo /, {X»}n>0 €s una
submartingala.
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Ejemplo: procesos de ramificacion

Consideremos una poblacién en la que los individuos de la
n-ésima generacion tienen distribuciones independientes e
idénticamente distribuidas &, para el numero de descendientes.

Sea X,:="namero de individuos en la generacion n’ y sea
pn = E(&n). Entonces,

E(Xn+1 |Xn = Xny .- 7X0 = XO) = WXn,

luego {X,}» es una supermartingala si ;1 < 1, una martingala si
1 =1y unasubmartingala si . > 1.

Por otro lado, si definimos M,, = % se cumple
E(Mn+1|Xn = Xn, ... ,Xo = Xo) = —

y por lo tanto {M,}, es una martingala.
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Ejemplo: precios de mercado

Sean (; > 0 variables independientes con E((;) < oo, y sea

Xn:XO‘C‘]’...Cn.

» Interpretacion: (, — 1 puede verse como la fluctuacion en el
valor de un producto en un periodo de tiempo fijado.

Se cumple

E(Xnt1|Xn = Xn, ..., Xo = X0) = XnE(Cns1|Xn = Xn, ..., Xo = X0)
= XnE(Cns1)-

Por lo tanto, { X}, es una submartingala si E(¢;) > 1, una
martingala si E(¢;) = 1y una supermartingala si E(¢;) < 1.
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Ejemplo: la urna de Polya

Consideremos una urna con bolas rojas y verdes. En el instante
t = 0 hay una bola de cada color. En el instante n extraemos
una bola al azar. La devolvemos a la urna y afnadimos otra de su
color.

Sea X, la proporcion de bolas rojas en el instante n. Se cumple

E(Xni1|Xn = Xn, ..., Xo = X0)
(n+2)Xn+1
n+3

n+2)x

= n-:

Por lo tanto, { X}, constituye una martingala.
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Propiedades (l): esperanza

A continuacioén formalizamos la interpretacién de martingalas en
funcion de juegos favorables y desfavorables:

» Si {X,}n es una supermartingala, entonces E(Xpy) > E(Xn)
paratodo 0 < m < n.

» Si {Xn}n es una submartingala, entonces E(Xn) < E(Xn)
paratodo 0 < m < n.

» Si {Xh}n es una martingalay 0 < m < n entonces
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Propiedades (ll): transformaciones

» Sea {Xn}, una martingala y sea « una funcién convexa.
Entonces, {¢(Xn)}n» es una martingala.

» Sea {X,}» una submartingala y sea ¢ una funcion convexa
no decreciente. Entonces, {¢(X,)}» es también una
submartingala.
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Martingalas respecto a una sucesion

Sea {X,}n una cadena de Markov con matriz de transicién p y
sea h(x, n) una funcién del estado x y el tiempo n tal que

h(x,n)=>"p(x,y)h(y,n+1).
y

Dado M, = h(X,, n), se cumple que (M,), es una martingala.

Decimos que {M,} >0 es una martingala con respecto a
{Xn}n>0 cuando E(|My|) < oo paratodo ny

E(Mn+1 - Mn|Xn — Xn,. . ,XO . XO) — 0

para todo Xy, . . ., Xp.
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Martingala de varianzas y el problema de la ruina

1. Sea {{n}n una sucesion de variables aleatorias
independientes con E(&;) = 0y E(£2) = o2. Definimos
Sn= Sy + & +---+&n, donde Sy es una constante, y sea

n
Vn = ZO‘;’Z
i=1

la varianza de S,. Entonces, {My}, := {8,27 — Vp}p€suna
martingala respecto a S.

2. Sean {¢n}n variables aleatorias independientes con
P =1)=p, P =-1)=qg=(1-p).

SeaS,=Sy+& +--+&n 9(x) = ((1—p)/p)*. Entonces,
{Mn}n = {9(Sn)}n constituye una martingala respecto a S;.
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Ejemplo: caminos aleatorios hacia atras

Sean {¢,}, variables aleatorias independientes e idénticamente
distribuidas con media finita, y sea S, = & + - - - + &,. Fijamos n,
y definimos My, = Sp—m/(n— m), 0 < m < n, es decir,

S Sni S
n'n-1"""71"

Entonces, {My, ..., M,_1} constituye una martingala (con
respecto a si misma).

(MO)"'7MH—1) =
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La estrategia del doblaje

Consideremos un juego en el que ganamos o perdemos 1 euro
en cada jugada. Si ganamos apostamos 1 euro en la préxima
jugada, y si perdemos apostamos el doble de la jugada anterior.

» Cada vez que ganamos nuestra ganancia neta es de 1 euro
desde la anterior ganancia.

» Sin embargo, si aplicamos este sistema a una
supermartingala hasta un tiempo ny denotamos por W,
nuestras ganancias netas en ese momento, se cumple
E(W,) <O0.
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Tiempos de parada

Sea {Yn}n una supermartingala con respecto a { Xy}, y sea Hj
una funcién de (Xp, ..., Xn) que cumple 0 < H, < c¢,. Entonces,

n
Wh = Wo + Z Hmn(Ym — Ym-1)

m=1
es una supermartingala.

La interpretacion de esto es que si un juego es desfavorable,
seguira siéndolo independientemente de como apostemos en
cada momento.

Decimos que T es un tiempo de parada respecto a X, cuando la
ocurrencia (0 no) del suceso “paramos en el instante n” (T=n) se
puede determinar a partir de los valores de X, ..., X.
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Propiedades

Denotemos T A nel minimode Ty n.

Si { Yn}n es una supermartingala (resp., submartingala,
martingala) con respecto a {Xh},y T es un tiempo de parada
con respecto a { X}, entonces el proceso (truncado) Yr,, €s
una supermartingala (resp., submartingala, martingala) con
respecto a Xj.
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Teorema de parada para martingalas acotadas

Sea {M,}, una martingala con respecto a { X}, y sea T un
tiempo de parada con respecto a { X}, con P(T < c0) = 1. Si
existe una constante K de manera que |My,,| < K para todo n,
entonces

E(Mr) = E(Mo).

La idea bajo la condicién |[Mr,,| < K para algun K es que la
cantidad de dinero disponible es limitada. En caso contrario,
podrian darse situaciones en las que aplicando un criterio de
parada tengamos siempre una ganancia.
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Ejemplo: camino aleatorio simple

Sea S, =Sy + &1 + - - + &n, donde {£,} 5 son independientes e
idénticamente distribuidas con P(§; =1) = P(¢; = —1) =1/2.
Ya hemos visto que {Sp}, es una martingala. Sea

T=min{n: S, ¢ (a,b)}.

v

T es un tiempo de parada.

v

P(T < o0)=1.

Si Sp = x, se cumple x = a+ (b— a)P(Sr = b).

v

v

Si definimos V, = min{n > 0: S, = y}, se cumple

X —a
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Ejemplo: la ruina del jugador

Sea S, =Sy + &1+ -+ &p, donde {&n}p soni.i.d. con
P(&=1)=py P(¢ =—-1)=q:=1— p. Yahemos visto que
9(Sn)n es una martingala para g(x) = (q/p)*. Sea
T=min{n: S, ¢ (a,b)}.

» T es un tiempo de parada.
» P(T <o0)=1.

» Si 5y = x, se cumple
(a/p)* = (a/p)? + ((q/P)° — (a/P)?)P(ST = b).

» Sidefinimos V, = min{n>0: S, = y}, se cumple

(a/p)* —(aq/p)®
(a/p)? —(a/p)®

Pe(Vp < Vo) =
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Ecuacion de Wald

Consideremos ahora un camino aleatorio

Sn=Sp+& + -+ &, donde {&n} 5 son variables i.i.d.
Supongamos que p = E(&;) < co. Entonces M, = S, — nu es
una martingala respecto a S,.

» Si T es un tiempo de parada con E(T) < oo, entonces
E(St — So) = nE(T).

Teniendo esto en cuenta, si consideramos un juego con
ganancia 1 con probabilidad p y —1 con probabilidad 1 — p > p,
y comenzamaos con x euros, el tiempo medio en perderlo todo
(ExWy) seria 1_—’(2;).
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Duracion de juegos equilibrados

Consideremos un camino aleatorio simple y simétrico {S,}, con
So=0ysear=min{n: S, ¢ (a,b)},cona<0< b.

Podemos interpretar esto como que un jugador dispone de a
euros y decide jugar hasta arruinarse o llegar a ganar b euros.

Se cumple Ey(7) = —ab.
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Ejemplo: elecciones

Supongamos que en unas elecciones Alberto gana a Maria por
avotos a b. Entonces, la probabilidad de que Alberto siempre
vaya por delante en el recuento es de (a — b)/n.

Para comprobarlo, definimos {¢,}, independientes e
idénticamente distribuidas con P(¢, = 2) = § = P(¢, = 0).
Estamos interesados entonces en el suceso G = {S; < j Vj},
suponiendo que S, = 2b.

Consideramos la martingala M = Sp—m/(n—m), 0 < m < n,
My=2b/n<1.Sea T =min{m: Mp=1orm=n—1}.
Entonces, M+ =1 en G°y My = 0 en G. Deducimos que

20 _ E(My) = E(My) = P(G°),

y por lo tanto P(G) = &-2.
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