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Contenidos del curso

1. Introduccion.

2. Procesos a tiempo discreto:

» Cadenas de Markov a tiempo discreto.
» Martingalas a tiempo discreto.

3. Procesos a tiempo continuo:

Procesos de Poisson.

Procesos de renovacion.

Cadenas de Markov a tiempo continuo.
Procesos de nacimiento y muerte.

El movimiento browniano.
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Sesién 1. Repaso de probabilidad

1. Resumen de teoria de probabilidad.
» Espacio probabilistico.
» Probabilidad condicionada.
» Independencia.

2. Variables aleatorias.

» Distribucion de probabilidad inducida.
» Esperanza de una variable.
» Distribuciones discretas.
» Binomial.
» Poisson.
» Distribuciones continuas.
» Normal.
» Exponencial.

E. Miranda ©2016 Procesos estocasticos



Resumen de probabilidad Definicién de la probabilidad

Probabilidad condicionada. Independencia.

Introduccidn

Distinguimos entre experimentos deterministas, cuyo resultado
puede predecirse y es siempre el mismo cuando el experimento
se realiza en las mismas condiciones, y experimentos aleatorios,
que son los que cumplen las siguientes condiciones:

» El resultado no puede predecirse antes de su realizacion.

» Los resultados posibles estan bien definidos de antemano.

La probabilidad es una herramienta matematica con la que
medimos la variabilidad del resultado de un experimento
aleatorio.
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Resumen de probabilidad Definicién de la probabilidad

Probabilidad condicionada. Independencia.

Espacio muestral
Dado un experimento aleatorio, cada uno de los posibles
resultados del mismo se denomina suceso elemental. El
espacio de todos los sucesos elementales se denomina espacio
muestral.

En un experimento aleatorio estamos interesados en calcular la
probabilidad de subconjuntos del espacio muestral, a los que
llamaremos sucesos. Entre ellos destacamos:
» El suceso seguro €, que contiene a todos los sucesos
elementales.

» El suceso imposible (), que no contiene a ninguno.

El conjunto de sucesos sobre los que vamos a calcular la
probabilidad se denotara A.
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Resumen de probabilidad Definicién de la probabilidad

Probabilidad condicionada. Independencia.

Operaciones entre sucesos

v

Uniéon de sucesos: AUB = {w e Aow € B}.

v

Interseccion de sucesos: ANB:={we Ay w € B}.

v

Diferencia de sucesos: A\ B:= {w e Ay w ¢ B}.

Complementario de un suceso: A := {w ¢ A}.

v

Inclusién de sucesos: AC Bsiwe A= w e B.

v

v

Sucesos incompatibles o disjuntos: A, B tales que
ANB=1.
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Resumen de probabilidad Definicién de la probabilidad

Probabilidad condicionada. Independencia.

o-algebra de sucesos

Sea A una clase no vacia formada por subconjuntos del espacio
muestral Q. Diremos que es una o-algebra cuando satisface las
siguientes propiedades:

» Ac A= Ac A
> (An)n C A= UpAj € A.

En nuestra definicién de probabilidad A tendra estructura de
o-algebra, y se dira o-algebra de sucesos del experimento
aleatorio.
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Resumen de probabilidad Definicién de la probabilidad

Probabilidad condicionada. Independencia.

Definicion axiomatica de la probabilidad

La siguiente definicidn fue establecida por Kolmogorov en 19383.

Sea A la o-algebra de sucesos asociada a un experimento
aleatorio. Una probabilidad es una funciéon P : A — R que
verifica los siguientes axiomas:

» P(A) > 0 paratodo A € A.

» P(Q) =1.

» Dados (Ap), disjuntos dos a dos, se cumple

P(UnAn) = Z P(An).

(2, A, P) se dice espacio de probabilidad.
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Resumen de probabilidad Definicién de la probabilidad

Probabilidad condicionada. Independencia.

Propiedades de una probabilidad

v

AC B= P(A) < P(B).

> P(A) =1— P(A).

v

P(A\ B) = P(A) — P(An B).
» P(AUB) =P(A)+ P(B) — P(AN B).
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Resumen de probabilidad Definicién de la probabilidad

Probabilidad condicionada. Independencia.

Ejemplo

En una universidad el 50% de los alumnos habla inglés, el 20%
francés y el 5% los dos idiomas ¢ Cual es la probabilidad de
encontrar alumnos que hablen alguno de los dos idiomas?

Solucion: Sea A el suceso hablar inglés: P(A) = 0.5. Sea B el
suceso hablar francés: P(B) = 0.2 y sea AN B el suceso hablar
francés e inglés: P(An B) = 0.05. Asi,

P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B) = 0.5+ 0.2 — 0.05 = 0.65.
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Resumen de probabilidad Definicién de la probabilidad

Probabilidad condicionada. Independencia.

Definicion de probabilidad condicionada

Sea B C Q un suceso aleatorio de probabilidad no nula,
P(B) > 0. Para cualquier otro suceso A se define la probabilidad
condicionada de A dado By se denota P(A|B) al valor

P(AN B)

P(AIB) =55

La probabilidad de A condicionada por B representa la
probabilidad de que ocurra A, cuando sabemos que ha ocurrido
B. P(:|B) es una medida de probabilidad, con las propiedades
que senalamos anteriormente.
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Resumen de probabilidad Definicién de la probabilidad

Probabilidad condicionada. Independencia.

Ejemplo

Es importante no confundir P(A|B) con P(BJ|A), lo que se
conoce como la falacia de la acusacion: es habitual que en los
juicios la acusacion presente P(/nocencia|Hechos) como algo
muy pequeno cuando lo que se conoce es
P(Hechos|Inocencia).

También es importante no confundir P(A|B) con P(An B):
mientras que ésta es necesariamente menor que P(A), P(A|B)
puede ser menor, igual o mayor que P(A).
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Resumen de probabilidad Definicién de la probabilidad

Probabilidad condicionada. Independencia.

Regla del producto

Como consecuencia de la definicion anterior, se cumple

P(AN B) = P(A)P(B|A) = P(B)P(A|B).

Una extensién de esta idea para una cantidad finita de sucesos
es la llamada regla del producto: dados sucesos Aq, ..., A, para
los que P(AiN---NAp_1) > 0, se cumple

P(A1 n.. An) = P(A1)P(A2|A1) R P(An|A1 n--- ﬂAn,1).
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Resumen de probabilidad Definicién de la probabilidad

Probabilidad condicionada. Independencia.

Independencia de sucesos

Decimos que dos sucesos Ay B son independientes cuando la
ocurrencia de uno de ellos no aporta informacion acerca de la
posible ocurrencia del otro.

Matematicamente, Ay B son independientes cuando se cumple
cualquiera de las siguientes condiciones equivalentes:

» P(AN B) = P(A)P(B);
> P(B) >0y P(A|B) = P(A);
> P(A) > 0y P(B|A) = P(B).
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Resumen de probabilidad Definicién de la probabilidad

Probabilidad condicionada. Independencia.

Independencia de varios sucesos

El concepto anterior se extiende para cualquier cantidad finita
de sucesos. Se dice que Ay, ..., A, son independientes cuando
para cualesquiera iy, ...,k en {1,...,n}, se cumple

P(A,‘1 n--- ﬂA,'k) = P(A,1) e P(A,k)

Notese que este concepto no es equivalente a la independencia
dos a dos entre los sucesos Ay, ..., An.
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Variables aleatorias discretas
Ejemplos de distribuciones discretas

Variables aleatorias Variables aleatorias continuas
Ejemplos de distribuciones continuas

Concepto de variable aleatoria

Consideremos un espacio de probabilidad (€2, .4, P). Una
variable aleatoria es una aplicacién X definida en 2, que a cada
individuo w € Q le asigna un valor X(w) de interés:

» Consumo de un cierto producto.

» Ganancia obtenida en un juego de azar.

» Numero de llegadas a una cola en un dia determinado.

> ...

En particular, una funcién constante también es una variable
aleatoria.
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Variables aleatorias discretas
Ejemplos de distribuciones discretas

Variables aleatorias Variables aleatorias continuas
Ejemplos de distribuciones continuas

Ejemplo
Lanzamos una moneda dos veces y observamos el resultado
obtenido. Puede que no estemos interesado en la probabilidad
de un suceso cualquiera (cx, por ejemplo), sino en la
probabilidad de conseguir un nimero determinado de caras (0,
1, 2 caras). Entonces, tendriamos que definir una aplicacién:
X: Q=R

w — X(w) = numero de caras .
Asi, X((c,c)) =2, X((c, x)) = X((x,¢)) =1y X((x,x)) = 0.
Se cumple entonces

P(X =1) = P({(c.x). (x.)}) = P((¢. X)) + P((x,c)) =
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Variables aleatorias discretas
Ejemplos de distribuciones discretas

Variables aleatorias Variables aleatorias continuas
Ejemplos de distribuciones continuas

Parametros de una variable aleatoria

Dada una variable aleatoria X, su probabilidad Px contiene toda
la informacion probabilistica acerca de X. Sin embargo,
podemos querer resumir esta informacién a través de algunos
parametros.

Asi, podemos considerar la esperanza, varianza, etc.
Estos parametros son analogos a los de estadistica descriptiva,

pero utilizando, en lugar de la frecuencia relativa de los distintos
valores, su probabilidad.
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Variables aleatorias discretas
Ejemplos de distribuciones discretas

Variables aleatorias Variables aleatorias continuas
Ejemplos de distribuciones continuas

Tipos de variables aleatorias

» Variables discretas: son aquéllas que pueden tomar una
cantidad finita o infinita numerable de valores distintos. Su
probabilidad Py viene caracterizada por la funcion fy dada
por fx(x) = Px({x}).

» Variables continuas: son aquéllas que pueden tomar una
cantidad infinita no numerable de valores distintos, y para
las que P(X = x) = 0 para todo x.
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Variables aleatorias discretas
Ejemplos de distribuciones discretas

Variables aleatorias Variables aleatorias continuas
Ejemplos de distribuciones continuas

Funcion de masa de probabilidad

Cuando {X(w) : w € Q} = {xq, X2, ... } €s un conjunto finito o
infinito numerable, decimos que la variable aleatoria X es
discreta. Si teniamos sobre el espacio muestral Q la
probabilidad P, entonces la probabilidad inducida por X sera

P(X=x) six=xjparai=1,2,...
0 en el resto.
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Variables aleatorias discretas
Ejemplos de distribuciones discretas

Variables aleatorias Variables aleatorias continuas
Ejemplos de distribuciones continuas

Calculo de probabilidades de sucesos

A partir de la funciéon de masa de probabilidad podemos calcular
la probabilidad de que X tome valores en cualquier subconjunto
A del conjunto de resultados:

PXeA) = PX=x)=>) fxx)
X€EA XeA

En particular, >, .q fx(x) = 1.
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Variables aleatorias discretas
Ejemplos de distribuciones discretas

Variables aleatorias Variables aleatorias continuas
Ejemplos de distribuciones continuas

Esperanza y varianza de una variable discreta
Se define la esperanza de una variable discreta con valores en
un conjunto numerable {x,}, como

E(X) = Xnfx(xn),

La nocién de esperanza puede aplicarse a cualquier
transformacién g(X) de una variable X:

E(9(X)) =D 9(xn)fx(xn).
n
Dadas dos variables X, Y y constantes a, b € R, se cumple que
E(aX + bY) = aE(X) + bE(Y).
Por otro lado, la varianza de X viene dada por
Var(X) = (xn — E(X))*fx(xn) = E(X?) — E(X).

n
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Variables aleatorias discretas
Ejemplos de distribuciones discretas

Variables aleatorias Variables aleatorias continuas
Ejemplos de distribuciones continuas

Vectores aleatorios discretos

Un vector aleatorio discreto (Xj, X») representa el
comportamiento simultaneo de 2 variables aleatorias discretas
Xi, Xo sobre un mismo espacio. Viene caracterizada por la
funcion de masa de probabilidad conjunta

fixi x) (X1, X2) = P(X1 = X1, X2 = X2).
Dados conjuntos A¢, Ao, se cumple

P(Xi € A, Xo € Ae) = D D> P(X1=x1, X = Xp).

X1 €A1 Xo€A

Analogamente se puede modelizar la observacién simultanea de
k variables aleatorias.
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Variables aleatorias discretas
Ejemplos de distribuciones discretas

Variables aleatorias Variables aleatorias continuas
Ejemplos de distribuciones continuas

Independencia

Se dice que las variables X, X> son independientes cuando
fix, o) (X1, X2) = fx, (X1)fx, (X2) VX1, Xo.
Como consecuencia, si Xj y X> son independientes, también lo

son los sucesos (X1 € Ay) y (Xo € As) para cualesquiera
subconjuntos Aq, As de R.
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Variables aleatorias discretas
Ejemplos de distribuciones discretas

Variables aleatorias Variables aleatorias continuas
Ejemplos de distribuciones continuas

Procesos de Bernoulli

Si consideramos repeticiones (finitas o infinitas) de un ensayo
con s6lo dos resultados posibles, tal experimento sera un
proceso de Bernoulli cuando:

» Las repeticiones son independientes: |la probabilidad de
éxito en la repeticion n-ésima no viene influida por los
resultados anteriores.

» La probabilidad de éxito en cada repeticion es la misma (p).
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Variables aleatorias discretas
Ejemplos de distribuciones discretas

Variables aleatorias Variables aleatorias continuas
Ejemplos de distribuciones continuas

Distribuciéon Binomial

En un proceso de Bernoulli de n repeticiones, nos interesa
estudiar el nUmero de éxitos, asi si definimos la variable
aleatoria:

X = ndmero de éxitos obtenidos en esas n pruebas,

decimos entonces que X sigue una distribucion binomial de
parametros ny p, la denotamos X ~ B(n, p).
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Variables aleatorias discretas
Ejemplos de distribuciones discretas

Variables aleatorias Variables aleatorias continuas
Ejemplos de distribuciones continuas

Caracteristicas

La funcién de masa de probabilidad de una binomial es

P(x=x)= (7)o" (1,

donde x =0,1,...,ny (]) = X!(:ix)! = ”(”;zlljg’;j’;“).

La media y la varianza de una B(n, p) son respectivamente

E[X] = np
Var[X] = np(1—p).
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Variables aleatorias discretas
Ejemplos de distribuciones discretas

Variables aleatorias Variables aleatorias continuas
Ejemplos de distribuciones continuas

Distribucidn de Poisson

La distribucion de Poisson se usa habitualemente en
experimentos en los cuales estamos interesados en contar el
numero de ocurrencias de un suceso para un intervalo fijo de
tiempo, cuando se cumple que /a probabilidad de ocurrencia de
un suceso en un intervalo pequerio de tiempo es proporcional a
la longitud del intervalo.

Ejemplos:
» Numero de reclamaciones semanales a un servicio.

» Numero de saltos en el precio de mercado de un producto
en un intervalo de tiempo.

» Personas que llegan a un mostrador en una hora.
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Variables aleatorias discretas
Ejemplos de distribuciones discretas

Variables aleatorias Variables aleatorias continuas
Ejemplos de distribuciones continuas

Caracteristicas

La distribucidon de Poisson tiene un Unico parametro \, también
llamado parametro de intensidad. La funcién de masa de una

P(X) es:
—A )\ X
P(X =x) = e A x=0,1,...
X!
Su media y su varianza son
EX] = X
Var[X] = A\

A se interpreta como tasa de llegadas por unidad de tiempo.
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Variables aleatorias discretas
Ejemplos de distribuciones discretas

Variables aleatorias Variables aleatorias continuas
Ejemplos de distribuciones continuas

Variables aleatorias continuas

Las variables aleatorias continuas aparecen cuando se estudian
caracteristicas numéricas que pueden tomar una cantidad
infinita no numerables de valores (todos los de la recta real o los
de un intervalo de la misma).

En ellas, la probabilidad se acumula suavemente a lo largo del
campo de variacion y no sélo en unos cuantos puntos.
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Variables aleatorias discretas
Ejemplos de distribuciones discretas

Variables aleatorias Variables aleatorias continuas
Ejemplos de distribuciones continuas

Funcion de densidad. Definicidn

Una funcion de densidad es una aplicacion f : R — R que
cumple las siguientes dos propiedades:

» f(x) > 0 paratodo x € R.
> [% f(x)dx =1.

Podemos ver a la funcién de densidad como una generalizacion
de los histogramas para variables aleatorias continuas.

E. Miranda ©) Procesos estocasticos



Variables aleatorias discretas
Ejemplos de distribuciones discretas

Variables aleatorias Variables aleatorias continuas
Ejemplos de distribuciones continuas

Funcion de densidad. Propiedades

» Dado un conjunto medible A, P(X € A) = [, f(x

» f(x) NO es la probabilidad de que X tome el valor x:

» En una variable continua la probabilidad de tomar cualquier
valor concreto es 0.
» f(x) puede ser mayor que 1.

» f(x) NO tiene por qué ser una funcién continua, pero lo
sera salvo en una cantidad finita de puntos.
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Variables aleatorias discretas
Ejemplos de distribuciones discretas

Variables aleatorias Variables aleatorias continuas
Ejemplos de distribuciones continuas

Esperanza y varianza de una variable continua

Dada una variable aleatoria continua X con funcion de densidad
f¢, se definen:

E(X) = /OO xfx(x)dx

—0o0
e}

Var(X) = / (X — E(X))2fx(x)dx

—0o0

= / h x2fy(x)dx — E(X)?.

—0o0

De nuevo se cumple E(aX + BY) = aE(X) + bE(Y) para todo
par de variables aleatorias X, Y y todo a, b € R.
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Variables aleatorias discretas
Ejemplos de distribuciones discretas

Variables aleatorias Variables aleatorias continuas
Ejemplos de distribuciones continuas

Vectores aleatorios continuos

Un vector aleatorio continuo (X, Xz) representa el
comportamiento simultaneo de 2 variables aleatorias continuas
Xi, Xo. Viene caracterizado por la funcion de densidad conjunta
fix, 7X2)(x1 , X2), para x1, X2 € R.

> f(X1 Xg)(X17X2) > 0 Vxq, Xo.
> f f f(X1 X2) X1,X2)dX1 ng =1.

Anélogamente se modelizaria la observacion simultanea de k
variables aleatorias continuas.

E. Miranda ©) Procesos estocasticos



Variables aleatorias discretas
Ejemplos de distribuciones discretas

Variables aleatorias Variables aleatorias continuas
Ejemplos de distribuciones continuas

Independencia

Se dice que las variables X, X> son independientes cuando
fixy xe) (X15 X2) = i, (X1) - i, (X2) VX1, X2
Como consecuencia, si Xj y X> son independientes, también lo

son los sucesos (X1 € Ay) y (Xz € As) para cualesquiera
subconjuntos A¢, As de R.
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Variables aleatorias discretas
Ejemplos de distribuciones discretas

Variables aleatorias Variables aleatorias continuas
Ejemplos de distribuciones continuas

Conjuntos de variables independientes
Dadas n variables aleatorias Xi, ..., Xp, se dice que son
independientes cuando su funcién de distribucién conjunta es
igual al producto de las marginales, o equivalentemente si para
cualesquiera subconjuntos Ay, ..., A, de R,

n
P(Xi € Ar,..., Xn € An) = [[ P(Xi € A).

i=1

Esta condicion implica (pero NO es equivalente a) que todo par
de variables X;, X; son independientes.

Como consecuencia, se dice que las variables de una sucesion
{Xn}n son independientes cuando las variables de cualquier
subconjunto finito lo son.
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Variables aleatorias discretas
Ejemplos de distribuciones discretas

Variables aleatorias Variables aleatorias continuas
Ejemplos de distribuciones continuas

Distribucion exponencial

Se dice que X ~ exp(«) cuando su funcién de densidad es

ae™ ™ six>0

f(x) =
0 en otro caso,

donde o > 0.
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Variables aleatorias discretas
Ejemplos de distribuciones discretas

Variables aleatorias Variables aleatorias continuas
Ejemplos de distribuciones continuas

Ejemplo

A continuacion representamos la funcién de densidad de la
distribucion exp(2):

Exp(2)

<

Densidad
10

00

T
[exe) [} TO T [} 30

%

Cuanto mayor sea el valor del parametro «, mas rapidamente
decae la funcion de densidad.
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Variables aleatorias discretas
Ejemplos de distribuciones discretas

Variables aleatorias Variables aleatorias continuas
Ejemplos de distribuciones continuas

Algunos aspectos de la distribucién exponencial

» Los principales momentos de una distribucion exp(«) son

1 1
E(X) = o Var(X) = R
» La principal propiedad de esta distribucion es la falta de
memoria: se cumple
P(X>t+hX>t)=P(X > h)Vvt,h>0.
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Variables aleatorias discretas
Ejemplos de distribuciones discretas

Variables aleatorias Variables aleatorias continuas
Ejemplos de distribuciones continuas

Relaciéon con la distribucién de Poisson

Si el numero de llegadas a un servicio en un intervalo de tiempo
t sigue una distribucion de Poisson P()\), entonces el tiempo
entre dos llegadas consecutivas (tomando como unidad t) sigue
una distribucion exponencial exp(\).

Si queremos usar otras unidades de tiempo, basta con tener en
cuenta que si las llegadas en t siguen una Poisson P()\),
entonces las llegadas en kt siguen una distribucion P(k\).

La correspondencia anterior es la base de los llamados
procesos de Poisson, que veremos mas adelante.
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Variables aleatorias discretas
Ejemplos de distribuciones discretas

Variables aleatorias Variables aleatorias continuas
Ejemplos de distribuciones continuas

La distribucién normal

Decimos que una variable aleatoria X tiene una distribucion
normal X ~ N(u, o) cuando su funcion de densidad es

(x=p)?

f(x) = exp 202

1
V2mo
para x € R.

» E(X) = p, Var(X) = o2,

La distribucién normal estandar se corresponde con
pw=00=1.
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Variables aleatorias discretas
Ejemplos de distribuciones discretas

Variables aleatorias Variables aleatorias continuas
Ejemplos de distribuciones continuas

Ejemplo

La funcién de densidad para distintos valores de p, o viene dada
por:

L —tezzey

°
EEEE
W

o2

campana de Gauss
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Variables aleatorias discretas
Ejemplos de distribuciones discretas
Variables aleatorias continuas
Ejemplos de distribuciones continuas

El Teorema Central del Limite

Variables aleatorias

Sea Xi,..., X, una sucesién de variables aleatorias

independientes e idénticamente distribuidas, con E(Xj) = ny
Var(X;) = 02 < +oo. Entonces,
X—u
Z =
o/Vn

es una variable aleatoria cuya funcion de densidad se aproxima
a la distribucion N(0, 1) cuando n es grande.

Suele considerarse aplicable la aproximacién cuando n > 30.
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