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Introduccién

Introduccién

@ La Transformada de Laplace se puede interpretar como una extensién analitica de
la Transformada de Fourier (TF).

jE—rs=0+j¢
@ Las funciones base vendran dadas por
o(x;s)=e",scC

puesto que una de las variables es compleja, ya no podremos utilizar el algebra de
espacio habitual.

@ Por ello, este tipo de transformacién no se ajusta a lo visto en la Teoria
General de Transformadas.

@ Nos permitira calcular una transformada (y, por tanto, operar en el dominio
transformado) incluso en casos en los que no existe TF.

@ Ej.: un sistema inestable no tendra, en general, TF en términos de funciones
convencionales pero en muchos casos de interés si tendrd Transformada de
Laplace.

@ La TF de muchas sefales puede obtenerse a partir de la Transformada de Laplace.

e Aunque existen excepciones como por ejemplo cuando la TF viene expresada’’

en términos de distribuciones. S
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La Transformada de Laplace Directa Funciones base

Funciones base y sistemas lineales

esx h(sv) eSCBH(S)

@ Las funciones base de tipo ¢(x;s) = €™ son autofunciones de los SLI:

o(x;8)* h(x) = /OO ) p(x")dx’

—00

@ Donde se ha definido el término

H(s) = /_ O:O h(x')e> dx!

esta transformacién serd la que de lugar a la Transformada de Laplade=
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La Transformada de Laplace Directa Definicién de la Transformada de Laplace

Definicién y ROC

e La Transformada de Laplace de una sefial f(x) se define como:

F(s) = / 7 F(x)edx

—00

@ Dicha integral puede no converger en todos los puntos del plano
complejo.
@ Se denomina Region de Convergencia (ROC) a la regién del plano

complejo:
ROC = {s = o+ j¢ tales que / |f(x)e™|dx < oo}

o Es posible que la integral converja (convergencia condicional) incluso
aunque no se cumpla la condicién anterior.

5/35
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La Transformada de Laplace Directa Andlisis de las funciones base

Analisis de las funciones base |

@ Las funciones base pueden expresarse como:

©(x;5) = e”/* = €7 (cos (j€) +jsin (j€))

o Es directo observar las siguientes propiedades:

No son periddicas salvo en el caso 0 =0
No son cuadrado integrables.
Si R(s) =0 > 0, entonces limy_, 00 p(x;5) = 00

"]
o
]
e Si R(s) =0 >0, entonces limy_, o p(x;5) = 0

Al
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La Transformada de Laplace Directa Andlisis de las funciones base

Anélisis de las funciones base I
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(IERMIEHE M ELCENCRIETIEIMDI =Ml  Visualizacion de la Transformada de Laplace

Visualizacién

Médulo Fase
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Relacién con la Transformada de Fourier

Relacion con la Transformada de Fourier

@ Sila recta 0 =0 pertenece a la ROC, entonces la transformada de Fourier se
podra calcular a partir de la TL.

o Si bien esto es una condicién suficiente para la existencia de TF, no es
necesaria.

@ Ademads, la TL se puede calcular a partir de una TF como:

[ee]

TL(f(x)) = F(s) = /_ F(x)e~dx = /_ ™ F0)eTxe 6y
= /_OO g(x,0)e ™ dx = TF (g(x,0))

@ Por tanto:

F(s=0+4j¢§)=TL(f(x))=TF (f(x)e_"x)

@ Por tanto, habra convergencia de la TL si f(x)e™ 7% es cuadrado integrable
o absolutamente integrable

o De aqui en adelante, asumiremos que las otras dos condiciones de
Dirichlet se cumplen para las sefiales de interés practico.

10
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Regién de Convergencia - ROC

Regiones de convergencia

e Tomaremos como criterio de convergencia el que la funcién f(x)e 7%
sea absolutamente integrable pues es, en general, el mas restrictivo.
o Si la sefial es de duracién finita, y absolutamente integrable, la ROC
sera todo el Plano s.
o Si una sefial infinita y a derechas tiene TL en un punto sy = ¢ +j&p,
entonces también existird TL para cualquier recta s = o1 +j€ con
o1 > 0g.
e Si una sefial infinita y a izquierdas tiene TL en un punto sy = o+ j&p,
entonces también existird TL para cualquier recta s = o1 +j€ con
o1 < og.
o Si la sefal es de duracién infinita y existe TL en una punto
so = oo+ j&o, entonces la TL serd una franja del Plano s que contenga
a so.
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Regién de Convergencia - ROC

Regiones de convergencia - Ejemplo

Ejercicio

Calcule las Transformadas de Laplace de fi(x) = e=®u(x) y

fa(x) = —e~#u(—x) indicando sus correspondientes ROCs
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Regién de Convergencia - ROC

Regiones de convergencia - Ejemplo

Ejercicio

Calcule las Transformadas de Laplace de fi(x) = e=®u(x) y

fa(x) = —e~#u(—x) indicando sus correspondientes ROCs

Solucién

Fi(s) = s+a con R{s} > —R{a} y Fa(s) = = 5 con R{s} < —R{a} J
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Regién de Convergencia - ROC

Regiones de convergencia

Plano s £
N

ROC

Plano s 5 Pertenece a

S0° la ROC
a0 0|

f(x)
If(x) Plano sso. 13
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Plano s 3

50

Posible
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La Transformada de Laplace Inversa

La Transformada de Laplace inversa

@ Como hemos visto, la TL puede calcularse para cualquier recta

s =09 +j& dentro de la ROC como:

F(s=0o0+j&) =TF{f(x)e 7*}.

@ Aplicando una TF inversa a la expresion anterior:

y, por tanto,

1 [ ;
—0oX _ : Ex
e = o= [ Floa+ig)ede.

1 > : oo+j€)x
) =5 [ Floo+je)erionge.

@ La expresidn anterior se expresa habitualmente como una integral de
variable compleja mediante el cambio s = 0, +j¢
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Transformadas de Laplace racionales Definicién

Transformadas de Laplace racionales

Es muy habitual encontrase con TL racionales, es decir, descritas por
cocientes de polinomios en s:

F(s) = BusM + Bu—1sM 1+ ...+ Bo _ KHQ”:1 (s—52)
ansV+ay_1sN "1+ +ag TN 1 (s—sp,)

Es importante resefiar que un polinomio puede tener raices repetidas.
o Al nGimero de veces que se repite una raiz se le denomina multiplicidad.

A las raices del numerador se las denomina ceros.

(]

A las raices del denominador se las denomina polos.

Esta situacién se da en los siguientes casos:

o Sistemas descritos por ecuaciones diferenciales
e Sefiales de tipo exponencial.
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Transformadas de Laplace racionales Diagramas de polos y ceros

Diagramas de polos y ceros

@ Es una representaciéon muy habitual de una transformada de Laplace
e Son de especial relevancia en TL de tipo racional pues, junto con la
ROC y la multiplicidad de las raices, definen completamente el sistema.

A&
s =J§
N x

(o]

Ya

X Polos
o Ceros
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Transformadas de Laplace racionales Regién de convergencia para Transformadas de Laplace racionales.

ROC para Transformadas de Laplace racionales

ROC Transformada de Laplace racional

Si la transformada de Laplace es racional, entonces su ROC est4 limitada por los polos o
se extiende al infinito. Ademas, ningln polo estd contenido en la ROC.

Sefial a derechas con TL racional

Si la transformada de Laplace es racional, entonces si la sefial es a derechas, la ROC
serd la region en el plano s que se encuentre a la derecha del polo localizado mas hacia
la derecha.

Sefal a izquierdas con TL racional

Si la transformada de Laplace es racional, entonces si la sefial es a derechas, la ROC
sera la region en el plano s que se encuentre a la izquierda del polo localizado mas hacia
la izquierda.

Sefal de duracién infinita con TL racional

Si la transformada de Laplace es racional, entonces si la sefial es de duracién infinita, la
ROC sera una franja vertical del plano s delimitada por dos polos adyacentes.
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Transformadas de Laplace racionales Regién de convergencia para Transformadas de Laplace racionales.

ROC para Transformadas de Laplace racionales

Duracion finita A derechas
3
ROC 5= Ji ROC
. X
s=7§
U °
g o g
x X
X Polos X Polos
o Ceros o Ceros
Aizquierdas Duracién iénﬂnita
ROC s= jé‘ Posible
. X X ROC#2
s=7§
o \ o

o o ° [

x x x x

Posible "
X Polos ROC#1 X Polos
o Ceros o Ceros
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Propiedades y pares transformados Propiedades de la Transformada de Laplace

Propiedades de la Transformada de Laplace

Linealidad af(x)+pg(x) | aF(s)+BG(s) Al menos RF N Rg
Desplazamiento f(x—xo) F(s)e™ Re
Producto por exp. f(x)e™ F(s—so) RF desplazada
Conjugado (x) F*(s™) RF
Reflexidn f(—x) F(—s) RE reflejada
Escalado variable indep. f(ax) TllF(%) RF escalada
Convolucién f(x)xg(x) F(s)G(s) Al menos RENRg
Primera derivada % sF(s) Al menos Rp
Derivada n-ésima d;i(,,x) s"F(s) Al menos Rp
Integracién fjoo f(y)dy %F(s) Al menos RENR{s} >0
Producto por x —xf(x) %&S) RE

Las propiedades resaltadas cambian en caso de considerar la transformada de Laplace

unilateral (ver apéndice).
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Propiedades y pares transformados Pares transformados de la Transformada de Laplace

Pares de Transformadas de Laplace

Delta d(x) 1 Vs
Delta desplazada 5(x — xo) e e Vs
Derivadas delta 50 (x) s" Vs
Heaviside +u(£x) % R{s} =0
xu (x) s% R{s}>0
n—T
+ oyt () L R{s}=0
Exponenciales, o € R tem u(£x) Sia R{s} 2 —a
:I:(;;iiill)!efaxu(:l:x) ($+1a),, R{s} 2 —a
Coseno a derechas cos (€ox) u(x) gfizg R{s} >0
(0]
Seno a derechas sin (§ox) u(x) 52§f§2 R{s} >0
Q
Prod. coseno y exp. a derechas | e~ cos(&ox) u(x) @"ﬁ R{s} > —a
(0]
Prod. seno y exp. a derechas e~ “sin(&ox) u(x) “Jjﬁ R{s} > —a
0
Jaime Laviada (Uniovi) Apéndice A

19/35



Estabilidad
Caracterizacién de SLI mediante la TL - Estabilidad

@ Recordemos que un SLI es estable si y sélo si su respuesta al impulso
absolutamente integrable.

@ La condicién previa, y asumiendo que, en la practica se cumplen las
dos otras condiciones de Dirichlet, implica que existird la TF de un
sistema estable.

SLI estable
Un SLI es estable si y sélo la ROC de su transformada de Laplace incluye
al eje imaginario s = j¢

Al
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Caracterizacién de SLI mediante la Transformada de Laplace Causalidad

Caracterizacion de SLI mediante la TL - Causalidad

@ Por otro lado, un SL/ causal siempre tendrad una funcién de
transferencia H(s) cuya ROC que serd un semiplano hacia la derecha
pues su respuesta al impulso es a derechas.

o Esta es una condicién necesaria para que un sistema sea causal pero no
suficiente.

o Sin embargo, es posible demostrar, que para sistemas con H(s) racional
esta condicién es necesaria y suficiente.

SLI causal y con H(s) racional

Todo SLI con TL racional H(s) seré causal si y sélo si la correspondiente

ROC estd compuesta por el semiplano a la derecha del polo con mayor
parte real .
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Caracterizacién de SLI mediante la Transformada de Laplace Causalidad

Regiones de convergencia - Ejemplo

Ejercicio
Si una sefal f(x) pasa por un sistema con respuesta al impulso

h(x) = —e~®u(—x) + e ?*u(x) ;Es posible calcular la salida mediante la
Transformada de Laplace?

Al
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Caracterizacién de SLI mediante la Transformada de Laplace Causalidad

Regiones de convergencia - Ejemplo

Ejercicio

Si una sefial f(x) pasa por un sistema con respuesta al impulso

h(x) = —e~®u(—x) + e ?*u(x) ;Es posible calcular la salida mediante la
Transformada de Laplace?

Solucion

Si pero no.

No se puede calcular directamente porque no existe H(s) ya que las ROCs
no se solaparan.

Sin embargo, se puede calcular descomponiendo el sistema como

h(x) = hi(x)+ ha(x) y calculando la salida como

g(x) = f(x)* h1(x)+ f(x) * hao(x) y analizando cada convolucién por
separado.
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Caracterizacién de SLI mediante la Transformada de Laplace Causalidad

Sistemas definidos por bloques

w |~ |

1150
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Caracterizacién de SLI mediante la Transformada de Laplace Causalidad

Sistemas definidos por bloques

1150

Jaime Laviada (Uniovi) Apéndice A 23 /35



Caracterizacién de SLI mediante la Transformada de Laplace Causalidad

Ejemplo - Ec. diferencial

Ejercicio
Dado un sistema causal descrito por la siguiente ecuacién diferencial
d?f(x) df(x) —6f(x) = d’g(x)

dx2 . dx2
Calcule la respuesta al impulso.

— g(x), calcule H(s). jserd un sistema estable?

Ejercicio
2
Dada la funci6n de transferencia H(s) = 576

T, asumiendo que el sistema es
estable, calcule la respuesta al impulso h(x )
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Caracterizacién de SLI mediante la Transformada de Laplace Causalidad

Ejemplo - Ec. diferencial

Ejercicio
Dado un sistema causal descrito por la siguiente ecuacién diferencial
2
0 df(x) —6f(x) = d&(x) —g(x), calcule H(s). jserd un sistema estable?

dx2 T dx2
Calcule la respuesta al impulso.

Ejercicio

—6
=1

.z . 2_
Dada la funci6n de transferencia H(s) = -1, asumiendo que el sistema es

estable, calcule la respuesta al impulso h(x )
Solucién

El sistema serd H(s) = S2s§i;6 = E;f;((:fﬂ

Gnica que da lugar a un sistema estable es —1 < R{s} < 1. La descomposicién en
fracciones simples, previa division de los poIinomios seria

s—3)(s+2 s
H(S) ={ (52)11) = 1- (s—?;?s—&-l) =1- s— 1 + s+1 luego

h(x) = d(x) +3eXu(—x) +2e *u(x).

Existen tres posibles ROCs, pero la
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Caracterizacién de SLI mediante la Transformada de Laplace Causalidad

Ejemplos divisién de polinomios

(

B s2—s—6
52 -1
—s—5

s2—1

1

52—1) (+1)4+(~s—5)=s>—s5—6

6s3—2s2+ s+3|s?— s+1
653 — 65>+ 65 | 6s+4
452 —5s+3
45> —4s+4
—s—1

(52—s+1) (6s+4)+(—s—1)=65>—25>+5+3
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Apéndice:
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Apéndice: La Transformada de Laplace Unilateral

La Transformada de Laplace Unilateral

@ Como hemos visto, la transformada de Laplace se aplica tipicamente a
sefales a derechas.

@ Por este motivo, es muy habitual utilizar una definicién alternativa, conocida
como Transformada de Laplace Unilateral o, seglin el texto, simplemente
como Transformada de Laplace:

F(s) = /0 " F(x)edx

@ La mayor parte de las propiedades y pares transformados (de sefiales a
derechas) se mantienen, con la notables excepcién de las derivadas:

f'(x) < sF(s) — £(0)
f"'(x) «» s>F(s) — sf(0) — £'(0)

Al
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Apéndice:

Teoremas del valor inicial y final



Apéndice: Teoremas del valor inicial y final

Teoremas del valor inicial y final

@ Unos teoremas de especial utilidad en la practica son el teorema del
valor inicial y el valor final.

@ Si f(x) es tal que f(x) =0Vx <0y no contiene impulsos en el origen
ni singularidades de orden superior, entonces:

+ _ 7
(0 )—lergosF(s)
lim f(x) = lim sF
Jim_ (x) lim s (s)
@ Estos teoremas nos permiten conocer valores importantes de la

funcién, de manera muy rapida ya que se evita tener que realizar la
transformada inversa (p.ej., mediante descomposicién en fracciones).
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Apéndice: Descomposicién en fracciones simples

Descomposicion en fracciones simples

@ Cuando la TL es racional, existe una forma sistematica de calcular su transformada
inversa.

Paso#1 Normalizacién del sistema, dividiendo numerador y denominador por ap

unsM+ ...+ +uis+ uo
aysN+...+ais+1

_ B+ Bis+ .+ o
apysN+...+a1s+ag

H(s)

= H(s) =

Paso#2 Reduccién del orden del numerador si M > N

unsM + . +urs+ g
apysN4...+aps+1

M—N

M—N —1
= CM—_NS +Ccpm—_nN—-1S +..+cs+¢q

H(s) =

by_15"" 4 ...+ +bis+ by
amsN+...+a1s+1

nétese que ap = 1.
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Apéndice: Descomposicién en fracciones simples

Descomposicion en fracciones simples

los coeficientes by y ¢k se pueden recuperar igualando términos en la siguiente
ecuacion:

uNsM 4+ ...+ +us+u = (cM_NsM_N + c/\/;_/\,_ls’\/’_’v_1 +... 4+ clsl)

(aM5N+...+als+ 1) +by_1sV T+ +bis+ by

También es posible calcular estos coeficientes mediante una divisién de

polinomios.
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Apéndice: Descomposicién en fracciones simples

Descomposicion en fracciones simples

Paso#3 Descomponer la funcién racional reducida en fracciones de la forma

Hreg(s) = bN_lsN_1+...++b15+ bo _ A1l + A12 I A1y
re aM$N+.‘.+315+1 s—p1 (S—p1)2 (s—pl)ll
A A A
AR 2
$=r2  (s—p2) (s—p2)*
A A A
S—=PR (s—pRr) (s— R 1 k=1 S—ﬂ:

donde pr son las R raices diferentes del denominador y /; es la multiplicidad de la
k-ésima raiz del polinomio del denominador

Esta descomposicién también es valida siempre que el orden del numerador sea inferior
al del denominador.

Los coeficientes se pueden calcular como:

1 dh—k

Ak = m dsh—k [(5 - Pi)li Hred(s)]

S=pi
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Apéndice: Descomposicién en fracciones simples

Descomposicion en fracciones simples - Ejemplo

Como ejemplo, se analiza el siguiente sistema caracterizado por la
siguiente ecuacion diferencial:

’g(x) , ,de(x) _ df(x)
dX2 +4 dX +3g(X) - dX (X)7
cuya ecuacién de transferencia sera:
G(s) s+2

H(s) =

F(s) s2+4s+3
La cual se puede descomponer como:

s+2

A= D619

Si el sistema es estable, j Cudl serd la ROC?; Cual es su respuesta al
impulso?

10
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Apéndice: Descomposicién en fracciones simples

Descomposicion en fracciones simples - Ejemplo

Si se introduce una entrada de tipo f(x) = e~ *u(x), tendremos que la TL de la
salida sera:

2
G(s) = %
(s+1)°(s+3)
Su descomposicién en fracciones sera:
s+2 A11 A1z A1
2 = + 7t
(s+1)°(s+3) (s+1) (s+1)> (s+3)

Los coeficientes valen

A= L 6(s)(s+1)? :% A= G(s)(s+1)>

1
s =3 Ao=G(s)(s+3)\,

s=—1

s=—1
con lo que

g(x)= He‘x + %xe_x - 16_3)(] u(x)
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