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Introduccién

La transformada de Fourier de senales de variable discreta

@ Al igual que se define una transformada de Fourier para sefales
aperiédicas de variable continua, se puede definir una Transformada
de Fourier para sefiales de variable discreta

e Nuevamente, con la ayuda de distribuciones, sera posible aplicar dicha
transformacién a sefiales periddicas.
@ Una notacién habitual, y que no utilizaremos, es denominarla DTFT
(Discrete Time Fourier Transform).
e Puede resultar “confuso” pues no siempre se aplica en el dominio del
tiempo.
@ Se puede derivar de manera anéloga al caso continuo (limite del DSF
cuando el periodo tiende a infinito).

Al
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Limite del DSF
La TF de senales discretas como limite del DSF |

@ Consideraremos el caso en el que una sefal, a priori finita, la cual es
“periodificada”.

o El desarrollo puede generalizarse con facilidad a sefiales infinitas.

S Tl

Al
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Ecuaciones de anilisis y sintesis Limite del DSF

La TF de senales discretas como limite del DSF I

@ Particularizando las ecuaciones que gobiernan el DSF de sefiales discretas,

tenemos:
No—1 1 No—1 o0
xoln) = 3 a(m)e™ ™", alm) = 7o 3 xo(n)e™ ", Qo= T
m=0 n=0

@ Puesto que la sefal es finita, podemos extender los limites del sumatorio:

 — , 1
a(m) = m D x(n)eImon = WOX(mQO),
n=—o0o
donde se ha definido la funcién de variable continua
o0
X(@Q)= > x(n)e
n=—o00

es importante observar que esta sefial tiene periodo 27, es decir,
X(Q) € P(27).

X(Q+27) = X(Q)
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Ecuaciones de anilisis y sintesis Limite del DSF

La TF de sefales discretas como limite del DSF IlI

@ Sustituyendo la nueva variable en la ecuacién de sintesis del DSF
1 No-1

Z X(mﬂo)ejmﬂonﬂo.

xo(n) = oy

@ Nuevamente, dicho sumatorio se puede interpretar como una integral
de Riemann en el intervalo (0,27).

‘\X(Q)ejszn
/_.\. <o
—2r 0 kQ, 2m QO

@ Finalmente, podemos tomar el limite

x(n)= lim xo(n)—1/027rX(Q)ejQ"dQ

No—o0 27
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Ecuaciones de anilisis y sintesis Limite del DSF

Ecuaciones de andlisis y sintesis

@ El desarrollo anterior nos sugiere una nueva transformacién para
sefiales discretas aperiddicas.

o Este desarrollo serad la Transformada de Fourier de seiiales de variable
discreta.

@ La ecuacién de sintesis viene dada por

_ i iQn
x(n) =5 /(2W>X(Q)ef 4.

donde se ha tenido en cuenta que X (Q)e/?" es una funcién
periddica, con periodo 27 y, por tanto, la integral puede realizarse a
lo largo de cualquier intervalo.

@ Mientras que la ecuacién de anlisis viene dada por

(e e}

X(Q)= > x(n)e

n—=—oo
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Ecuaciones de anilisis y sintesis Limite del DSF

Relacion con la teoria general

@ Las ecuaciones de anilisis (o transformada de Fourier) y sintesis (o
transformada inversa de Fourier) son idénticas a las de la
transformada general si se escogen funciones base de tipo

¢ (mQ) = &/

@ Los espacios vectoriales, que definiran el correspondiente producto
escalar y tipo de combinacién lineal (continua), seran D(Z) y P(27)

X (82) = (x(n), ¢ (n: Q)

X(n) = 5= CL{X ()0 (n )}

@ Aplazaremos el estudio de la ortogonalidad y completitud de la base
para mas adelante.
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Limite del DSF

T A L
D(Z) /T_‘F\ P(2m)
x(n) e @

Tema 10 9/48



Ecuaciones de anilisis y sintesis Limite del DSF

Dualidad: Interpretacién como Desarrollo en Serie de
Fourier

@ Podemos interpretar la sefial X(£2) como una sefial peridédica de
periodo X, =27 y, por tanto, tendrd un DSF para sefales continuas.

@ Comparando las ecuaciones con las del DSF para sefiales continuas se
obtiene:
fo(x) «— a(m) DSF-VC
x(n)=a(—n) «— X(Q) = (2) TF-VD

@ Esto nos permite reutilizar las propiedades y pares de transformacién
ya presentados para el DSF de sefiales de variable continua.
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Criterios de convergencia

Criterios de convergencia

@ La ecuacién de anélisis conlleva un sumatorio infinito, cuya convergencia debe ser
analizada.

@ En general, serd suficiente la existencia de X () para garantizar la convergencia
de la transformada inversa.

Criterios de convergencia

@ Criterio 1: Secuencia cuadrado sumable
oo

> Ix(n)? < 0o = 3X(Q)tal que limy_, oo d (X (), Xy (Q)) = 0

con Xy (Q) = TRy (x(n)) = 33N x(n)e 72"

@ Criterio 2: Secuencia absolutamente sumable
o0

> Ix(n)| < 00 =X (Q)] < 00,¥Q y x(n) = TF (X (Q))
m=—o00
Esta demostracion se encuentra en los apéndices. Es posible demostrar también que, en
este caso, X (2) es una funcién continua.
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Criterios de convergencia

SLI estables y Transformada de Fourier

@ Recordemos que todo SLI estable si y sélo si es absolutamente
sumable

Corolario

Todo SLI de variable discreta que sea estable tendrad una respuesta al
impulso cuya Transformada de Fourier existird (y serd continua!).

1150
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Propiedades

Propiedades |

Periodicidad X(Q) = X(Q+27)
Linealidad ax(n)+ By(n) aX(Q)+8Y(Q)
Desplazamiento x(n—ny) X(Q)e o
Producto por exp. imaginaria x(n)efon X(Q—Q0)
Conjugado de la funcién x*(n) X*(—Q)
Reflexion x(—n) X(—Q)

Dualidad con DSF

fo(x) «— a(m) DSF-VC
x(n) = a(—n) +— X(Q) = () TF-VD

con Xp =27

Escalado variable indep. x(n/p) X(pQ2)
Convolucién x(n)*y(n) X(Q)Y(Q)
Modulacién x(n)y(n) ﬁX(Q) *Y(Q)

Primera diferencia x(n)—x(n—1) (l—e*jQ) X(Q)
Suma acumulativa ZZ:_OOX(/() ﬁX(Q)—i—ﬂ' Z 0(Q2—2mk)
k=—00
Producto por n nx(n) '%g))
Producto escalar (x(n),y(n)) = iﬂ (X(Q), Y(2))
Sefiales reales x(n) = x*(n) X(Q) =X*(-9Q)
Sefiales pares x(n) = x(—n) X(Q) =X(-Q)
Sefiales impares x(n) = —x(—n) X(92)=-X(-Q)
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Propiedades Il

@ En el caso particular de la TF de variable discreta, es importante
observar las siguientes propiedades particulares:

e Dualidad con respecto al DSF de variable continua.
o Periodicidad de la funcién en el dominio espectral X(Q2) = X(Q+27)
@ Es también relevante observar que, como consecuencia de que la TF
mantiene los productos escalares, se puede construir el
correspondiente teorema de Parseval-Plancherel:

El(m)] = 5 Eo[X(2)]

10
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Propiedades

Ejemplo propiedades: Convolucién periddica

@ Como ejemplo de la convolucién periddica, se muestra el espectro de

la sefial x(n) = x1(n)x2(n) con x1(n) = M y x2(n) = M
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Propiedades

Ejemplo propiedades: Convolucién periddica

@ Como ejemplo de la convolucién periddica, se muestra el espectro de

la sefial x(n) = x1(n)x2(n) con x1(n) = M y x2(n) = M

AX,(Q)
I

-2 —F -7 % T T 3 or n
AX2(9)
1

. r|*7.r | | s | .
—2m _% _%T %r % 2 n
Tema 10 15/48
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Propiedades

Ejemplo propiedades: Convolucién periddica

@ Como ejemplo de la convolucién periddica, se muestra el espectro de

la sefial x(n) = x1(n)x2(n) con xi(n) = sm(:% y x2(n) = w
AX1(2)
N —
—or =& -1 -3 5 T E o n
AX,(Q)
1
-2 —ii'—Li i WL 2 n
4 4 4 4
1AX(Q)
2
1
4
-7 ™
—or " oz Lis 3r | o Q -
4 4 4 4
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Pares transformados de algunas sefiales de variable discreta

Ejemplos de pares transformados |

P om N 5(Q—Qo+2mm) = 2m66(Q — Q)

m=—0o0

@ Se demuestra de manera sencilla por la dualidad con el DSF de
tiempo continuo y la transformada de J,(x).
@ Como consecuencia, si Q, =0:

14 27m,(R)

@ Este par transformado, nos permite demostrar la ortogonalidad de las
funciones base:

e.9]
(p(n,Q),0(nQ)= > Ve M =TF(¥") =275,(Q- )
n=—o0
@ Al igual que en la Transformada de Fourier de tiempo continuo, la
base es ortogonal en el sentido de las distribuciones.
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Pares transformados de algunas sefiales de variable discreta

Ejemplos de pares transformados | (cont.)

Ejemplo para Q, = 2{

-2 -7 T 2r

Al
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Pares transformados de algunas sefiales de variable discreta

Ejemplos de pares transformados ||

A A
Zsmc (nz) < Mo a(2)

Demostracién
Se demuestra nuevamente por la dualidad con el DSF de tiempo continuo.

A A
@ Conocemos el par IMg,a(x) <+ x;sinc (wmx—o)

@ Haciendo el cambio de variable X, =27 y m = —n, y aplicando la
propiedad de dualidad se obtiene el resultado deseado.

Ejercicio: Ortogonalidad de funciones

Demuestre la ortogonalidad de las siguientes sefiales x(n) = sinc (nZ) e
y(n) = gsinc(n3) (-1)"
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Pares transformados de algunas sefiales de variable discreta

Ejemplos de pares transformados Il (cont.)

z(n)
A
\2m

K

X(©)
1
<>
-2 -7 a T 2w @
Ejercicio
Estudie el caso para A > 27 J
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Pares transformados de algunas sefiales de variable discreta

Ejemplos de pares transformados IlI

taa(m & 2LV +2)9)
sin (§>

@ Esta funcién es, salvo constantes, una sinc periédica o funcién de

Dirichlet. (Nay2)
sin(NQ /2

Dy(Q) = Nsin(2/2) Q# 2mk

(~)KN=D Q= o7k

@ Juega un papel similar a la sinc convencional y es clave para la
interpolacion de sefiales periddicas.

@ Se puede demostrar que esta funcién es el resultado de sumar infinitas
sincs equiespaciadas por un paso de 27.

Al
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Pares transformados de algunas sefiales de variable discreta

Ejemplos de pares transformados Il (cont.)

Jaime Laviada (Uniovi)

I_I2N+1(n) <

sn ()

sin | (N+3) €]
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Pares transformados de algunas sefiales de variable discreta

Ejemplos de pares transformados IV

Demostracion

Aplicando la férmula general:
29 - s Q)" 1
X Q — ng—Jaen — —J = 5

donde se ha tenido en cuenta la férmula de la suma para series
geométricas.

Ejercicio: Espectro exponencial

Realice la representacién y calcule la posicidon de los maximos y minimos
para a=_0,7, a=-0,7y a=0,7j

v
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Pares transformados de algunas sefiales de variable discreta

Ejemplos de pares transformados IV

Representacion para a=0,7.
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Pares transformados de algunas sefiales de variable discreta

Ejercicio de pares transformados

Ejercicio

Calcule la transformada de Fourier de la secuencia x(n) = al”! con |a| < 1
o

Solucién

— ael? 1-2a2
X(Q) 1— ae—JQ + 1—ae/? = 1—2acosQ+a?

24 /48
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Pares transformados de algunas sefiales de variable discreta

Ejemplos de pares transformados V

u(n)Hm—i—w 2 0 (Q2—2mk)

—0o0

Demostracién

La demostracién es sencilla teniendo en cuenta la relacién con la §(n):
— —j) —
u(n) — u(n—1) = §(n) = TF (u(n)) (1—e %) =1
por ello, con las propiedades ya conocidas de las distribuciones, y teniendo en cuenta que

(1 - e*jﬂ) es cero para Q = 2wk:

TF(u(n))—( +C Z (Q—27k),

k=—o00

siendo C una constante a determinar. (contintia)
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Pares transformados de algunas sefiales de variable discreta

Ejemplos de pares transformados V

Demostracién (continuacién)

La constante C se puede obtener observando la TF de una sefial impar construida a partir de
u(n), por ejemplo:

1 1
x(n) = u(n) — 5= 55(n)
cuya TF es:

oo

X(Q)7m+czts(n 2mk)—m Y 6(Q—2mk)— >

k=—o0 k=—o00

. z . 1 _ l _ 1+e J .
puesto que su TF debe ser impar, y el término e ™) 2= (1 ) ya es impar, tenemos

que las deltas deben anularse, luego:

C—nm=0=C=mn
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Pares transformados de algunas sefiales de variable discreta

Ejemplos de pares transformados VI

@ Sefial periddica:

No—1
Xo(n) = Z a(m)efmQ o ¢y 2m Z 0(Q2—mQo) |,
m=0 m=—o00

es importante observar que los limites del sumatorio se han extendido y se ha
aprovechado la periodicidad de los coeficientes a(m).

Demostracién

No—1 No—1
Z a(m )e’m9°"<—>27rZa(m) Z (Q— mQo +21k) =
m=0 m=0 k=—o00

oo No—1 No—1 oo
2 Z Z a(m)s(Q— mQo+27k) =27 (Z a(m)s(n_mﬂo)> * ( Z 5(Q+2rk)

k=—oc0 m=0 =0 k=—o0

(continda en pagina siguiente)

)
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Pares transformados de algunas sefiales de variable discreta

Ejemplos de pares transformados VI (cont.)

Demostracién (continuacion)

@ A partir del razonamiento anterior obtenemos la siguiente

representacién, cuya inspeccién, junto con la periodicidad de los
a(m), valida el par transformado.

AX(Q)/27
¢ 4)2 a(N, —1)
a(—3) : (No
a(—=2)|a(1) >
#f ][]
—2m —7 0 %J i T 2T n
Intg“ovalo para k =0
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Pares transformados de algunas sefiales de variable discreta

Tabla de funciones aperiédicas

Delta o(n) 1
Delta 5(n—nyo) e /o
desplazada
Heaviside u(n) T T Y e 00 0(2—27m)
Exponencial | €/%", con Q,/2n irracional | 27> o §(Q—Q,—27m)
imaginaria
- T
Pulso unidad Mong1(n) M
sin(2
de ancho
2N +1
a"u(n), |a] <1 1_32_A1
Exponenciales n R S
P (n+1)a"u(n), |a| <1 (o )
Tp—1)1
e auln). lal <1 =0k
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Pares transformados de algunas sefiales de variable discreta

Tabla de funciones periddicas

Exponencial fkSen 2y~ 0(Q2— kQo+2mm)
imaginaria
Ty 6(Q—kQo+2mm)+
Coseno cos (kQon) mee
+ Y 6(Q+kQo+27m)
7 m=0oC
725(97 kQo +2m) —
Seno sin (kQon) 0
—5 Z 5 (Q+ kQo + 27rm)
Constante K 27TKZ 3(Q—2mm)
DSF > e,y A(m)em" ry > a(m 5(Q — mQy)
Tren de deltas do(n) %,7: Zm:_oo 3(Q—mQ)
Tren de pulsos Mo 2n+1(N) DSF con a(m) = NLM

o sm(mﬂf’)

Jaime Laviada (Uniovi)
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Transformada de Fourier y los SLI de variable discreta

Transformada de Fourier y los SLI de variable discreta

@ Al igual que en el caso continuo, la propiedad de convolucién nos
permite calcular el espectro de la sefal de salida con un simple
producto en el dominio espectral

x(n) * h(n) < X(QH(RQ)
wm) [y o) =) xh(n)
XQ) | g [YQ=XQHEQ)

Al
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Transformada de Fourier y los SLI de variable discreta

SLI 'y Transformada de Fourier

Ejercicio

Dado el siguiente sistema:

@ Calcule la ecuacién en diferencias que lo modela.
@ Calcule la respuesta al impulso en el dominio espectral.

© Calcule la respuesta al impulso en el dominio real.

© Calcule la respuesta a una entrada x(n) = (1)nu(n).
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LICUSECENEEENEN NI (MBI  Relacion entre el DSF y la TF de sefiales de variable discreta

Relaciéon entre el DSF y la TF de senales de VD

@ Recordemos que hemos definido los coeficientes del DSF de una sefial
periddica discreta x,(n) como:

1 No—1 )
a(m) = 5 2 xo(n)e %"

n=0
@ Si denotamos por x(n) a la sefial acotada en un periodo una sefial

1 No—1 ) 1 00 )
a(m) = D x(n)e = o 37 x(n)e
° n=0

@ Comparando con la definicién de TF, podemos concluir que:

a(m) = NLX(mQO)

o

Al
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Relacién entre el DSF y la TF de sefales de variable discreta
Relacién entre el DSF y la TF de sefiales de VD

o
»ll|lh ‘

0 N—-1n

A
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Relacién entre el DSF y la TF de sefales de variable discreta
Relaciéon entre el DSF y la TF de senales de VD

A

o
»ll|lh ‘

0 N—-1n
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Relacién entre el DSF y la TF de sefales de variable discreta
Relacién entre el DSF y la TF de sefiales de VD

o
»ll|lh C o ol

0 N—-1n _N 0 N n

/ \xo(n)

|

—27 0 o2r m’

Al
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La Transformada de Fourier Discreta
Relaciéon entre el DSF y la TF de senales de VD

Muestreo del espectro de la TF

Una sefial de longitud N puede caracterizarse con tan sélo N muestras
(equiespaciadas) de su espectro.

@ Este hecho es la base para el calculo numérico de Transformadas de
Fourier.

o En el procesado numérico (ordenadores, microcontroladores, etc.) no se
puede manejar un continuo de valores
o La estrategia habitual es utilizar muestras de una sefal o de su espectro
o Por eso es de especial interés tener una herramienta que nos permita
obtener muestras (representativas) del espectro de una sefial.
@ En este contexto se define la Transformada de Fourier Discreta
(Discrete Fourier Transform DFT)

@ A nivel operacional (que no conceptual) es completamente
equivalente al DSF de sefales de variable discreta.

@ Siempre opera sobre sefiales de longitud finita.
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LICUSIECENNEGEENEN NI DI La Transformada de Fourier Discreta

Relaciéon entre el DSF y la TF de senales de VD

Ecuaciones de andlisis y sintesis de la DFT

N—-1
Xg(m) =" x(n)eImen
n=0
1
X eijon
N Z d

con Q, = QW”

o Notese que, con respecto al DSF, se ha movido el factor 1/N de la
ecuacién de analisis a la ecuacién de sintesis para que asi las muestras
de la DFT coincidan con el valor del espectro de la DTFT

Xaq(m) = X(mQ,)

Tema 10

10
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Transformada Discreta de Fourier (DFT) La Transformada de Fourier Discreta
L4
Notacion DFT

@ En cualquier caso, no existe homogenizacién respecto a la notacién de
la DFT (y las transformadas de Fourier en general):

e El libro Numerical Recipes intercambia el signo de las exponenciales.

o La librerfa FFTW no realiza la normalizacién con 1/N.

o Matlab usa la FFTW... pero si incluye la normalizacién (en la
transformada inversa).

o Los libros “Sefales y Sistemas” y “Tratamiento de Sefiales en Tiempo
Discreto”, ambos del Prof. Alan Oppenheim, definen de manera
diferente el DSF de variable discreta (que luego da pie a la DFT).
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LICUSIECENNEGEENEN NI DI La Transformada de Fourier Discreta

Interpolacién del espectro de la TF

@ En ocasiones, puede ser de interés recuperar muestras del espectro a partir
de un conjunto més pequeiio de muestras.

@ Si la longitud de la sefial es impar N =2M +1, la sefial en un periodo puede
expresarse como:

x(n) = xo(MMNapgo1(n— M)
@ Por tanto, el espectro vendra dado por la siguiente convolucién periédica:

[ee]

X@ =1 (2 S X(mu)s@-me,) ) » %e—m%
27 Nm:—oo S|n(2)

@ Por tanto, es posible recuperar, de manera perfecta, el espectro de la sefal a
partir de sus muestras como:

N—-1

X(@Q) = Y X(mQo)Dpy(Q—mQ,)e S m)
m=(N)

siendo Dy () la funcién de Dirichlet o sinc periddica.

@ Un razonamiento similar puede realizarse para sefiales de longitud par.
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Transformada Discreta de Fourier (DFT) La Transformada de Fourier Discreta

Interpolacién del espectro de la TF

X(mQO)

—27 - 0 T 27
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Transformada Discreta de Fourier (DFT) La Transformada de Fourier Discreta

Interpolacién del espectro de la TF

m=0

—27 —T 0 T 27
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LICUSIECENNEGEENEN NI DI La Transformada de Fourier Discreta

Interpolacién del espectro de la TF

m=0

—27 —T 0 T 27
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LICUSIECENNEGEENEN NI DI La Transformada de Fourier Discreta

Interpolacién del espectro de la TF
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Interpolacién del espectro de la TF
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Interpolacién del espectro de la TF
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Interpolacién del espectro de la TF
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Interpolacién del espectro de la TF
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Interpolacién del espectro de la TF
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Interpolacién del espectro de la TF
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Interpolacién del espectro de la TF
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Interpolacién del espectro de la TF
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Interpolacién del espectro de la TF
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LICUSIECENNEGEENEN NI DI La Transformada de Fourier Discreta
Zero padding |

@ Hemos visto como la DFT nos permite obtener N muestras del
espectro de una sefial de longitud N.

@ Una posible forma de obtener mas muestras es a partir de la férmula
de interpolacién anterior, sin embargo dicha interpolacién es
computacionalmente costosa.

@ Una forma alternativa es utilizar la técnica conocida como relleno por
ceros (zero padding):

o Esta técnica se basa en calcular anadir M ceros a la secuencia, dando
lugar a una secuencia x’(n) de longitud N’ = N+ M
e Su DFT vendra dada por:

N —1 , N—1
Xj(m) =Y x'(n)e /™" =3 " x(n)e —imign
n=0 n=0

o Por tanto X/(m) = X(m3a%)
o Gracias al zero padding, podemos obtener también muestras del
espectro de x(n) pero con una menor separacion entre ellas.
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Zero padding Il

Ejemplo de célculo de muestras del espectro de la sefial Moy11(n— N) con
2N+1=5

v N =N=5 S ;
e Y PR
—27 0 27
[X ()]
YN =2N =10 A I ;
IR R A0 v B 0 R 9 %
—2m 0 2m P
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Zero padding Ill: Interpolacién

o Esta estrategia permite la interpolacion eficiente de senales de las que
se tiene un conjunto de muestras equiespaciadas.
@ La estrategia a seguir consiste en DFT+Relleno por ceros+IDFT:

o La senal no tiene porque corresponderse a una TF, es decir, puede ser
una sefal arbitraria aunque en ese caso los resultados no seran
perfectos.

e Como es de esperar, la calidad de la interpolacién dependera de
cuantas muestras y, sobretodo, con que frecuencia (espacial o
temporal) han sido tomadas.

@ La interpolacién se realiza en términos de la funcién sinc periddica (o
funcién de Dirichlet) y suponiendo que la sefial es periddica.
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La Transformada de Fourier rapida (Fast Fourier
Transform, FFT)

o La complejidad de calcular una DFT de manera directa es O(Nz)
pues requiere un producto matriz-vector.

@ Existen algoritmos computacionales que aprovechando la forma de las
bases utilizadas, pueden reducir el nimero de operaciones requerido
reduciendo la coste complejidad a

O(Nlog N)

o Estos algoritmos se conocen como Fast Fourier Transform (FFT)'y
son especialmente eficientes cuando N es una potencia de 2.

o Es habitual rellenar con ceros la secuencia para lograr que la secuencia
de entrada sea una potencia de 2.
@ El uso de la FFT esta tan extendido que es habitual referirse a la
DFT (e incluso a la TF) con este término.

10
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Convolucién periddica y aperiédica mediante la FFT

o El célculo directo de una convolucién conlleva una complejidad
computacional O(N?).

@ Dada la complejidad computacional de la FFT, si se desea calcular
una convolucién periddica, es mas eficiente realizar las tres siguientes
operaciones:

@ calcular una FFT (O(Nlog N)),
@ una multiplicacién (O(N)))
© una FFT inversa (O(Nlog N))

Ejercicio: Convolucién aperidédica mediante la FFT

Proponga una estrategia para calcular una convolucién aperiédica
mediante la FFT.

Al
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Demostracién criterio de convergencia 2

@ Demostraremos aqui el Criterio 2 de convergencia

o0 o

< 3 ([ = >0 [x(n)

n=—0o0 n=—0o0

o0

Z x(n)e /2

n=—0o0

(X(Q)] =

Si sustituimos, la ecuacién de andlisis en la de sintesis tendremos:

x(n) = 2:;/” ( i x(n)e_jﬂm> edQ

T \m=—o00
@ Puesto que la suma es absolutamente sumable, en virtud del teorema
de Fubini-Tonelli, la integral y el sumatorio pueden intercambiarse

oo o0

= 3 xo) (;ﬂ /_7r efQ("’")dQ) = 3 x(i(m=n)=x(r)
donde el valor de la integral 2= [T &/ ("=MdQ = §(m— n) es trivial .-
de demostrar.
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