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Exponenciales imaginarias como funciones base [IE[SENERE CRToEIT)

Algebra de espacio

@ En este tema se considerara el espacio de sefial D(Np), en el cual se
definen las siguientes operaciones:

(x0(n),yo(n)) = Z xo(n)yg (n)

n=(No)
Ix(m)[? = (x0(n), x0(n))
d(xo(n),y0(n)) = lIxo(n) = yo(n)]|

@ Es también conveniente recordar que la convolucién periddica para
sefales discretas se define como:

xo(n) *yo(n) = Z xo(k)yo(n—k)

k=(No)

Al
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Exponenciales imaginarias como funciones base Funciones base

Funciones base

@ Puesto que el espacio de sefial es de dimension N,, la base serd finita y se
escribira de la forma ¢(n; m).

@ En este caso, las transformadas de interés para la asignatura tomaria la

forma:
1
a(m) = m (x0(n), ¢(n; m))
No—1
xo(n) =Y a(m)g(n;m).
n=0

@ Demostraremos a continuacién que una base completa es la formada por:

: 27

d(n;m) = ™" con Qo = -

No

@ Es interesante observar que las funciones base son periddicas tanto en n

como en m

¢(n;m) = ¢(n;m+No),  ¢(mm) = ¢(n+ No;m)
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Propiedades d las funciones base
Ortogonalidad de la base

@ Comprobemos la ortogonalidad de las funciones base:

No—1 No—1

. T . \ 1
(¢(m;ma), ¢(nimp)) =Y mmiGn > (ej(mlm2)'2v°) =
n=0 n=0
Ng si mp —mp = kNO
= l_ef(mlfmz)?vfg’\’o VkeZ

= =0 simi—mo kNo
l_eJ(mlfmz)ng a
@ Las funciones base entre 0 y Ny — 1 son ortogonales entre si'y, por
ello, son también linealmente independientes. Puesto que ademas la
dimensién del espacio vectorial es Ny, podemos afirmar que:

Funciones base

27

@M con Qg = 2%, son una base
No

Las funciones base del tipo ¢ (n;m) =
completa del espacio de sefial D(/Np).
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Exponenciales imaginarias como funciones base Ecuaciones de analisis y sintesis

Ecuaciones de andlisis y sintesis

Ecuaciones analisis y sintesis

Las ecuaciones que definen la DSF en variable discreta son:

1 —jmSQn
a(m):ﬁ0 %)xo(n)e Jm3co
n=(Ng
xo(n)= 3 a(m)em
m=(No)

donde se ha definido Qg = %’;

@ Es relevante observar que, dadas las propiedades de las funciones base, los
coeficientes del DSF también serdn periddicos

a(m) = a(m+ No)

y que por tanto basta con Ny coeficientes consecutivos para definir el DSF
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Espacios de senal

_mo(m) oo L alm) T @)

D(No) DSF D(No)
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Criterios de convergencia

Criterios de convergencia
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Criterios de convergencia

Criterios de convergencia

Criterios de convergencia J

Puesto que el espacio es de dimension finita, siempre convergera.
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Criterios de convergencia

Criterios de convergencia

Criterios de convergencia J

Puesto que el espacio es de dimensién finita, siempre convergera.

@ La transformada puede verse como un cambio de base en un espacio
vectorial de dimensién N,

a(1) . 1 e~/ ceo @ iS0(No—1) x(1)
N _ :
a(NO_].) 1 e_JQO(NO_l) e e_JQO(NO_1)2 X(No_l)
Ejercicio

Calcule la matriz inversa que permite deshacer el cambio de base.

)
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Propiedades del DSF en variable discreta
Propiedades del DSF de variable discreta

a(0) =0)

Linealidad axp(n) + Byo(n) aa(m)+ Bb(m)
Desplazamiento xo(n—no) a(m)eJmono
Producto por exponencial xo(n)e/Mson a(m— M)
imaginaria
Conjugado de la funcién x5 (n) a*(—m)
Reflexion xo(—n) a(—m)
It.
Escalado variable indep. 2 xo(n/p) n mult. p %a(m)
periodo pNp 0 n no mult. p
Convolucién periddica xo(n) * yo(n) Noa(m)b(m)
Modulacién xo(n)yo(n) Zk:(N@ a(k)b(k —m)
Primera diferencia xo(n) —xo(n—1) (1 - efijO) a(m)
Suma (finita y periédica si >he o xo(k) ma(m)

Producto escalar

(xo(n), yo(n)) = No (a(m), b(m))

Sefiales reales xo(n) real a(m) =a*(—m)
Sefales pares xo(n) = xp(—n) a(m)=a(—m)
Sefiales impares xo(n) = —xo(—n) a(m) = —a(—m)
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Propiedades Propiedades del DSF en variable discreta

Propiedades especiales: Teorema de Parseval y Dualidad

@ Como consecuencia de la propiedad de preservacion del producto escalar, se
obtiene la versién correspondiente del teorema de Parseval:

[ Eo[xo(n)] = NoEo [a(m)] |

@ Ademas, una simple inspeccién de las ecuaciones de anélisis y sintesis revela
una dualidad del DSF de variable discreta consigo mismo:

DSF (xo(n)) = NiDSF—1 (xo(—m))

o

y, consecuentemente:

a(n):NiDSF_l(xo(—m)) o xo(m) = N,DSF (a(—n))

o

x(n) < a(m) — a(n) Niox(—m)

@ Esta propiedad nos permite reutilizar propiedades y pares transformados en.
los dos sentidos de transformacién.

_||| ]}

Jaime Laviada (Uniovi) Tema 9 10/23



Propiedades del DSF en variable discreta
Ejemplo uso de propiedades #1

sa(m)?

-8-7-6-5-4-3-2-10 1 2 3 4 5 6 n
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Propiedades del DSF en variable discreta
Ejemplo uso de propiedades #1

zo(n)
2
i a(m) = b(m) + ¢(m)
0
-8-7-6-5-4-3-2-10 1 2 3 4 5 6 n
20,1(n)
1
I 0 I
-8-7T-6-5-4-3-2-10 1 2 3 4 6 n
T, z(")
1
-8 -7-6-5-4-3-2-10 2 3 4 5 6 n
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Ejemplo uso de propiedades #1

20,2(n)

—
—o
—
o~

[ —

B —
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a(m) = b(m) + ¢(m)

1 sin(37k/5)
b(m) — {5 sin(mwk/5)

S5

e(m) = X 8(m — 5)

k #0,+5, £10, etc.
k=0,+5,£10, etc.
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Ejemplo uso de propiedades #1

zo(n)
2
1
0
-8-7-6-5-4-3-2-10 1 2 3 4 5 6 n
20,1(n)
1
I 0 I
-8 -7T-6-5-4-3-2-10 1 2 3 4 6 n
L‘uz(")
1
-8 -7-6-5-4-3-2-10 2 3 4 6 n
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lsi‘n(37rk/5)
a(m) — {g sin(mk/5)

5

1 si.n(31rk:/5)
b(m) _ Z sin(mwk/5)

c(m) =3, 6(m — 5k)

k # 0,45, £10, etc.
k = 0,45, £10, etc.

k # 0,5, £10, etc.
k= 0,5, £10, etc.
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Propiedades Propiedades del DSF en variable discreta

Ejemplo uso de propiedades #2

Ejercicio
Suponga que se conocen los siguientes datos de la secuencia xp(n):
@ xp(n) es periddica, con periodo Ny =6
@ Yo_ox(n) =2
@ Y7 ,(~1)"xo(n) =1
© Del conjunto de sefales que cumplen las tres propiedades anteriores,
xo(n) es la de minima energia

calcule dicha sefial de variable discreta.

1
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Propiedades del DSF en variable discreta
Ejemplo uso de propiedades #2

Ejercicio
Suponga que se conocen los siguientes datos de la secuencia xp(n):
@ xp(n) es periddica, con periodo Ny =6
@ Yo_ox(n) =2
@ Y7 ,(~1)"xo(n) =1
© Del conjunto de sefales que cumplen las tres propiedades anteriores,
xo(n) es la de minima energia

calcule dicha sefial de variable discreta.

Solucién

xo(n) = 3+ ¢(=1)" J
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Ejemplo DSF #1

@ Considérese la sefial de variable discreta:

; 2
xo(n) = /0" donde Qg = ﬁz.

@ Esta senal ya estd directamente expresada como serie de Fourier, por lo que
sélo necesitamos identificar los coeficientes:por lo que los coeficientes puede
calcularse por asociacién directa:

a(l)=1
@ Y, por tanto, dentro del rango 0 < m < Ny —1:
a(m)=0(m—1)

@ Si se considera un valor arbitrario de m, fuera del rango anterior, podemos
tener en cuenta que la seiial debe ser periddica y, por tanto, se puede
obtener una expresién general periodificando:

a(m)= Y d(m—1-kNo)
k=—00
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Ejemplo DSF #2

Considérese una sefial similar a la anterior (mismo periodo), pero con frecuencia
angular mdltiplo de Qq:

xo(n) = &P donde Qg = /2V—7T ypeZ
b

Obsérvese que p puede ser mayor que Np. También debe cumplirse que p no tiene
factores en comin con Ny pues entonces el periodo fundamental seria inferior.

Si escogemos un periodo que abarque al entero p, es decir N < m < N, con
p €[N1,No] y No — Ny +1= Ny, por asociacién directa vemos que:

a(p)=1
Con todo lo anterior, en el rango considerado tenemos que:
a(m) = (m—p)

Nuevamente, se puede obtener una expresién general periodificando:

Xo(n) = PN oy a(m) = Z d(m— p— kNp)

k=—o0
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Ejemplo DSF #3

@ La sefales de variable discreta sinusoidales, pueden obtener de manera directa a
partir de combinaciones lineales de exponenciales complejas
@ Asi pues tenemos que:

1 (oo}
5 Z 0 (m—p—kNp)

1 1 _ k=—
xo(n) = cos (pQon) = 5e1p90”+,e ipSon 00

o0
1
+5 > d(m+p—kNo)
k=—o0
y
1 oo
1 1 ;kz §(m— p—kNo)
Xo(n) = sin (pQpn) = — PN _ — g=IPShon -
2j 2j 1 &
- §(m+p— kNo)
2
k=—o00

en ambos casos g = %,—7;

@ Observe que en cada periodo, sélo hay dos deltas.
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Ejemplo DSF #3

Figura: Sefial xo(n) =sin(27/5n) y los coeficientes de su DSF.

1150
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Ejemplo DSF #3

wo(n)

I I

-8 1| =6 -5 41 -3 =21 o 11 2 3l 4 5 ﬁl 7 8| o n

—8—71—670*4*3*21*1 012314067819 m

Figura: Sefial xo(n) = sin(27r%n) y los coeficientes de su DSF.

Al
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Ejercicio #1

Ejercicio #1

Calcule los coeficientes del DSF de la siguiente sefial

Xo(n) =1+sin <2Trn) +3cos(2ﬂn) —|—cos(47rn—|— W)
v No No No 2

Al
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Ejercicio #1

Ejercicio #1

Calcule los coeficientes del DSF de la siguiente sefial

. 27r 2 A T
Xo(n) = 1+sin No +3cos No + cos ﬁon—i—

Solucién
3 1 3 1 1 1
=1 a(1)=>—j= a(-1)=>+j=. a(2)==j. a(—2) = — =
a0)=1a(1) =7 —j5 al-1) =5 +/5,a(2) = 5j, a(-2) = —j
Jaime Laviada (Uniovi) Tema 9
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Ejemplos pares transformados

Ejercicio #2

Ejercicio #2
Calcule los coeficientes del DSF de la sigmente senal
zo(n
| N
0
H T T T H T v T T T
—8-7-6-5-4-3-2-10 4 5 6 n

Al
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Ejemplos pares transformados

Ejercicio #2
Ejercicio #2
Calcule los coeficientes del DSF de la siguiente seiial
zo(n)
| N
0 >
H T T T H T T T T T
-8 -7-6-5-4-3-2-101 2 3 4 5 6 n
Solucién

lsip(37rm/5)
a(m) _ g sin(rm/5)

m #£ 0,+5,+£10, etc.
5 m = 0,+5,£10, etc.
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Ejemplos pares transformados

Pares transformados DSF

E.xpon.enc.lal aiPQon a(k)=1, k= pEmN,
imaginaria
Coseno cos (pSQon) a(k)=1/2, k=+xp+mh,
1
a(k) = T k=p+mN,
Seno sin(pQ2on) _1'/
a(k) = o k=—p+mN,
Constante K a(k) =K, k=+mN,
Tren de = 1 _
deltas 5o(n) = k:z_:of(n kN,) a(k) = 4, Vk=p+mN,
Tren de
pulsos 1 sin[mQo(N+3)]
(ancho I_Io,2N—i-1(n) No sin(mTQ")
2N +1)

il
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Relacién del DSF de variable discreta y los SLI

Relaciéon del DSF de variable discreta y los SLI

zo(n) Yo(n) eImelon eImS0m [ (mQg)
—— 5 hn) |—> — 9l hn) | — y

@ Si una sefal periddica discreta pasa por un SLI, su salida vendréd dada
yo(n) = xo(n)* h(n) = Z a(m) (eijO" * h(n)) .
m=(No)

@ Por lo tanto, la salida serd una combinacién linealde funciones del tipo:

eijon*h(n): Z eijO(n—n’)h(n/):ejQOmn Z h(n/)e_ijO"/.

@ Es decir, los arménicos son también autofunciones de los SLI discretos, con
autovalor H(mSyg)

n’=c0

H(mQo) = H(Q)lg=ma, = [Z h(n’)e‘fQ”']
Q=mQ

Al
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Relacién del DSF de variable discreta y los SLI

Relaciéon del DSF de variable discreta y los SLI

zo(n) Yo(n) eImSon

W a2 )

h(n)

eI™n [ (mQyp)
>

@ De manera analoga al caso continuo, el término

n=—oo

HQ) = Y h(n)e 7"

serd la transformada de Fourier (de variable discreta) del sistema y serd

estudiada en el préximo tema.

@ La salida del sistema sera una senal periddica:

yo(n)= > b(m)e/™on,

m=(No)

cuyos coeficientes del DSF seran:

| b(m) = a(m)H(mQ) |

Jaime Laviada (Uniovi) Tema 9

Al

22/23



Ejemplo DSF y SLI

Ejercicio

Calcule la salida de un sistema con respuesta al impulso h(n) = a"u(n), -1 <a<1ly
entrada xp(n) = cos (%V—Zn) para el caso Ny =4
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Relacién del DSF de variable discreta y los SLI

Ejemplo DSF y SLI

Ejercicio

Calcule la salida de un sistema con respuesta al impulso h(n) = a"u(n), -1 <a<1ly

entrada xp(n) = cos (%\TZ”) para el caso Ny =4

Solucién

La respuesta del sistema sera
oo

oo
" - 1
H(Q) = E ale S E (aefm)n = =
— ae™

n=0 n=0

2w _

Particularizando para Qo = 5 = 7:

1
|H(EQ)| = ———y ZH(£Q0) = Ftan"* ()
14+ a?

Descomponiendo en exponenciales complejas es trivial comprobar que

1 T 1
yo(n) = ———cos En —tan” " ()

\/ 14+ a?
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