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Introduccién

Introduccién

@ El DSF nos permitia una herramienta para descomponer sefiales
periédicas en suma de exponenciales relacionadas armdnicamente.

e Con la Transformada de Fourier (TF) obtendremos una herramienta
similar pero destinada a sefiales aperiddicas.
@ Todos los conocimientos obtenidos en el DSF nos seran de utilidad
pues:
e se puede ver como un paso al limite del DSF,
e mantiene unas propiedades casi idénticas,
o el DSF se puede analizar como un caso particular de la TF.
@ En general, este tema esta estructurado de manera analoga al anterior
(definicidn, convergencia, propiedades, ejemplos y relacién con los
SLI)
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Algebra del espacio

o Conviene recordar el algebra del espacio vectorial S(R)

(f(2), g(x)) = / F(@)g" ()da
c W@ )
: @) = / f(x)Pda
@) o
. @2 (f(x),g(x)) = / (@) — g(o)2de

Al
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Paso al limite del DSF
Paso al limite del DSF - |

@ Para entender las ecuaciones que motivan la TF, uno de los métodos mas
sencillos es analizar el DSF cuando el periodo de la sefial tiende a infinito.

@ Para tal fin, tomaremos un trozo de la sefial a analizar f(x) y lo
periodificaremos:

Xo—00

fo(x) = Z f(x—mXp)N (X r:XO) , obsérvese que f(x) = lim f(x)

m=—0o0

f(z) fo(z)

q
C
8Y
8Y
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Paso al limite del DSF
Paso al limite del DSF - |
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Paso al limite del DSF - I

@ Sabemos que los coeficientes del DSF seran:

X0
1 /= iméax
a(m):)<0/_xo ﬂ)(X)e Jmeo dx
2

@ Estos coeficientes pueden verse como si evaludsemos una funcién
F(&) de variable continua en los puntos m&p:

Xo
1 2 .
a(m) = —F(£ = m&p) donde F(g):/2 fo(x)e ¥ dx
Xo X
@ Por otro lado, si el DSF es convergente:

[e.e] o)

fo(x) = Z a(m)e/mox = Z XLF(mfo)ejmgoxz
Z £oF (méo) ymsoxz Z & |F( eﬂﬂg:m&:
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Paso al limite del DSF
Paso al limite del DSF - I

R{F(€)e’*"}

En el paso al limite, el sumatorio
es equivalente a una integral de

A=&R{F(m&)e™ "} Riemann (tanto para la parte real
como para la imaginaria).

R{F (méo)e e}

@ Realizando el paso al limite llegamos a las dos siguientes ecuaciones:

f(x) = ;ﬂ/o:o F(€)e/*d¢  donde  F(€) :/O:O F(x)e 7€ dx
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N L >0 ! imite del DSF

Expansion de funciones aperiddicas

o El desarrollo anterior sugiere que una seial aperiédica puede
expresarse, en general, como una combinacién lineal (generalizada) de
exponenciales complejas.

) = 5 CLFEex )} = - [ Fe)ede

—0o0

@ Como veremos, las exponenciales de argumento imaginario son una
base

{p(x;§)} = &
cubre la mayor parte de sefiales de interés pertenecientes a S(R).

@ Ademas, los coeficientes de la combinacién lineal también pueden
identificarse como un producto escalar con los elementos de la base:

F@F%ﬂ@w&f»z/mf@kﬂ&w

—0o0
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Paso allimite del DSF
Ortogonalidad de la base

F() = 5 CLIF@e(i0)} | [FO = (F0)p(i8)] | {e(x8)} = &

@ Observe que las expresiones anteriores coinciden con las que se tendrian en la
formulacién para funciones base ortogonales.
e Sin embargo, veremos que esta ortogonalidad debe ser entendida en el
sentido de las distribuciones.

@ Una de las grandes ventajas de una base ortogonal es que permite obtener los
coeficientes de la combinacién lineal, F(§), con un simple producto escalar:

F(&) = (f(x),(x:€))

veamos, asumiendo que existe convergencia, que se requiere en caso de una base
no numerable:

F(©) = (F(0), ¢(xi8)) = o (CL{F(E)e(xi€) } 0x:6))

= %CL{F(f’)<so(x;§’),so(x;f)>} = 217r [ F(E) (o(x:€),0(x:€)) dE’

para que esto se cumpla, la (inica opcién es <<p(x;§'),go(x;§)> =270 (fffl)
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Definicién Ecuaciones de anilisis y sintesis

La Transformada de Fourier

Ecuacién de andlisis y sintesis

Teniendo en cuenta las definiciones anteriores, tenemos las denominadas
ecuaciones de andlisis y sintesis:

F(§) = /_o:o f(x)e ™ **dx | (ec. analisis)

f(x)~ % /_o:o F (€)™ d¢ | (ec. sintesis)

las cuales definen la Transformada de Fourier para VC.
El simbolo &~ se ha utilizado pues, tal y como ocurria en el DSF, pueden
existir casos en los que no se pueda recuperar la senal original.
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Definicién Interpretacién como un operador

Interpretacién como un operador

@ La TF puede interpretarse como un operador (no invertible) entre dos
espacios de sefal, que en este caso coinciden:

TF: S(R) — S(R)
F(x) s F(€) = / F(x)e % dx
@ Y de manera similar para la TF inversa
TF1: S(R)— S( 5

/F )X dE ~ F(x)

1150
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Definicién Interpretacién como un operador

Interpretacién como un operador

Minima distancia posible
S(R) @ TF[g(z)] S(R)
. G(€)
TF ' [G(9)]
f(z) TF[f(x)]
',/—\
TF ' [F () S

f(z) =TF F(¢)] g(x) # TFHG()]
@ Aunque no se puede garantizar la convergencia en todos los casos, veremos
que para la mayor parte de senales de interés la TF existe y converge.

@ Ademas, veremos que se puede extender la definicidn a sefiales periddicas y .
distribuciones.
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iz G s
Ejemplo: Gaussiana

&=-0.2
S APAATA Las partes real e imaginaria son
combinaciones lineales (generalizadas)
f=_01 de senos y cosenos desfasados

SN SN N\

Rf(x)

— - T

R1@) = [ IF©)|cosler +er(€))de

T=02 -
P H 3/(e) = [ IF(©)lsin(en + or(©)de
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Definicién Interpretacién como un

Ejemplo: Gaussiana

operador

La transformada de Fourier nos permite descomponer una sefial en sefiales sinusoidales
La amplitud y fase de estas sinusoides da lugar a la sefal transformada.

Direct Transform

Inverse Transform

wi@) = [ IF@leoster+er@)ds 7@ = [

—o0
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Convergencia de la TF
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Convergencia de la TF Criterios de convergencia de la TF

Criterios de convergencia de la TF

e Como ocurria en el DSF, la existencia de los coeficientes F(£), que
viene dada por una integral en todo R, no estd garantizada.

@ Es maés, incluso aunque exista la TF F(£), no hay garantias de que la
transformada inversa converja y permita recuperar la seiial original
f(x).

@ A pesar de que existen un gran nimero de criterios de convergencia,
nos centraremos en dos, similares a los utilizados en el DSF.

e Es intuitivo entender que, puesto que la TF se puede interpretar como
un paso al limite del DSF, estos criterios seran los mismos pero
cubriendo todo el intervalo de integracién en lugar de un Gnico periodo.

@ En la practica, todas las sefales que se pueden generar en un
laboratorio tendran TF.
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Convergencia de la TF Criterios de convergencia de la TF

Problemas en la convergencia de la TF

@ Es importante notar que aqui, al contrario que en el DSF, aunque
exista una singularidad en F(§), esta no tiene por qué conllevar que
no exista la transformada de Fourier inversa.

o El motivo es que, como sabemos, una integral puede converger
aunque el integrando sea singular en uno o més puntos aislados.
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Convergencia de la TF Criterios de convergencia de la TF

Criterios de convergencia de la TF

Criterios de convergencia
La TF de una sefial f(x) existird y convergera si se cumple cualquiera de
las siguientes condiciones:

e f(x) e L2, es decir, es cuadrado integrable,

e f(x)e L1, es decir, es absolutamente integrable y, ademas, tiene un
ndmero finito de (a) maximos y minimos y (b) discontinuidades, en
cualquier intervalo finito. Ademas, todas las discontinuidades deben
ser finitas.

Es importante observar que estas son condiciones suficientes (pero no

necesarias).

@ Cada uno de estos criterios nos ofrecerd un grado de convergencia
diferente.

21/75
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Convergencia de la TF Criterios de convergencia de la TF

Convergencia de la TF - Funciones L2

o El primer caso de interés es cuando f(x) € L?:
IF()I1? = /_ |F(x)]?dx = E[f(x)] < o0

o Cualquier sefial que tenga energia finita, tendrd una TF que converge
en el sentido de la norma-2 (norma inducida por el producto escalar):

d (FO), TFH(F (€)= | F) = TFA(F(9)] = 0

@ Este hecho es especialmente importante pues las sefiales que se
pueden generar en un laboratorio son siempre de energia finita.
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Convergencia de la TF Criterios de convergencia de la TF

Convergencia de la TF - Condiciones de Dirichlet

@ El segundo criterio se conoce, al igual que en el DSF, como
Condiciones de Dirichlet:
Q f(x)elh:

/O:O|f(x)|dx<oo

@ El nimero de discontinuidades de f(x) en un intervalo finito ha de ser
finito. Adema3s, las discontinuidades deben ser finitas.

© El nimero de maximos y minimos de f(x) en un intervalo finito ha de
ser finito.

@ En la practica, nuevamente, las sefiales que no cumplen las dos
altimas condiciones son bastante “artificiales” por lo que se suele
asumir que estas condiciones se cumplen.

@ Si se cumplen las condiciones de Dirichlet, la transformada inversa
converge punto a punto hacia f(x) excepto en los puntos donde f(x)
es discontinua.

e En las discontinuidades, convergera hacia el valor medio de la

discontinuidad.
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Convergencia de la TF Criterios de convergencia de la TF

Convergencia de la TF - Ejercicio

Ejercicio

Compruebe si la funcién f(x) = ﬁ, cumple alguno de los criterios de
X

convergencia.
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Propiedades de la TF
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Propiedades de la TF Propiedades generales

Propiedades generales de la TF

Linealidad af(x)+ Bg(x) aF(&)+8G(€)
Desplazamiento f(x—xo) F(¢)e /o0
Producto por exponencial imaginaria 1‘()()9/'5"X F(&—¢&o)
Conjugado de la funcién *(x) F*(=¢)
Reflexion f(—x) F(=¢)
Escalado variable indep. f(ax) ﬁ %
Convolucién f(x)*g(x) F(§)G(§)
Producto f(x)g(x) %F(&) * G(&)
Primera derivada d%f(X) JEF(E)
Derivada n-ésima %f(x) (J€)" F(&)
Producto con x”, n>0 x"f(x) J-nd%(né)
Integracion fjoo f(y)dy J%F(f) +mF(0)4(¢)
Dualidad F(x) 2rf(=¢)
Producto escalar (f(x),g(x)) = 5= (F(€),G(€))
Sefales reales f(x) real F(&)=F"(—¢)
Sefiales pares f(x)="f(—x) F(&§) = F(=¢)
Sefiales impares f(x)=—f(—x) F(§) =—-F(=¢)
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Propiedades de la TF Teorema de Parseval

Teorema de Parseval

@ A partir de la propiedad del producto escalar, es directo demostrar el
siguiente teorema.

Teorema de Parseval (o Plancherel)

La energia en una sefal f(x) es la misma, salvo un factor de escala, que la
energia de la sefial dada por su transformada de Fourier.

|F(x)[2dx = &) d¢
[P —or [

Elf()] = %E[F(&)}

Jaime Laviada (Uniovi) Tema 7
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a0 (B 7]
Ejemplo propiedades de la TF

Ejercicio
@ Haciendo uso de la definicién de la TF, calcule TF [ef‘”‘u(x)] con Ra > 1.
@ Haciendo uso de las propiedades de la TF y del resultado anterior, calcule

TF {e—a‘xq.

© Haciendo uso de las propiedades de la TF y de los resultados anteriores, calcule

WKz ]

- 0 oo
@ Teniendo en cuenta los resultados anteriores, calcule f 2 dx.

—o0 1+x2

Ejercicio

Usando el resultado del apartado 1 del ejercicio anterior, y observando que

d( 1 )_ 1
d€\a+j€)  (a+je)
1

(a+j€)
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Ejemplos de Transformadas de Fourier
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Ejemplos de Transformadas de Fourier EEIGEIEReCRIEERTT L]

Pulso rectangular

F(x) =T (Z) s F(£) = Asinc (?g)

AL (2) 2
i 1| }A/:2 iV
: : A=1 I
A:1;\A :
5 : T o e e NS
A1 1,‘ ol 2w N ) 5
A=2 47

@ Observe que:
e cuanto mas estrecho es el pulso, mayor es el I1é6bulo principal en el
dominio espectral.
e se cumplen las propiedades para sefiales reales y pares.
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Ejemplos de Transformadas de Fourier EEIGEIEReCRIEERTT L]

Pulso rectangular

Demostracion

La demostracién es directa a partir de la definicién de TF:

) 1 a
f(x effgxdx:/ e I dx = — e |7 =
/—oo ( ) =5 _./5 _%
56 _ 54 sin (%ﬁ) A Sin (%5)
=2 —2— A = Asinc (—5)
IS 3 2 &5
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Ejemplos de Transformadas de Fourier EEIGEIEReCRIEERTT L]

Senal sinc

@ A partir del resultado obtenido para un pulso, aplicando dualidad
podemos obtener el resultado para la TF de la sefial sinc:

o) o2
(B r20() ()
sinc<§x) 2 n(i)

TN
%sinc (?x) +—— 11 (2)

Al
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sz ckel el
Pulso rectangular

Ejercicio
Demuestre que
sinc€1x *xsincéox = sincé3x

y calcule el valor de &3.

Ejercicio

Calcule el siguiente producto escalar

<ej§°xsinc£ox, e_jgoxsinc§0x>
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Ejemplos de Transformadas de Fourier EEIGEIEReCRIEERTT L]

Pulso triangular

Y

@ Observe que:
e cuanto mas estrecho es el tridngulo, mayor es el [6bulo principal en el
dominio espectral.
e se cumplen las propiedades para sefiales reales y pares.

Jaime Laviada (Uniovi)
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Ejemplos de Transformadas de Fourier EEIGEIEReCRIEERTT L]

Pulso triangular

Demostracién

La demostracién es directa a partir de la definicién a partir de la propiedad
de la convolucién:

Mz)=2"ag) " (zr)
() (8- ()

1

Jaime Laviada (Uniovi) Tema 7
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Ejemplos de Transformadas de Fourier EEIGEIEReCRIEERTT L]

Senal Gaussiana

con Ra>0

@ Observe que:

o la TF de una gaussiana es otra gaussiana,

e cuanto més estrecha (y por ello tiene variaciones mas rapidas) es la
sefial f(x), mas ancha es la sefial F(&) (es decir, mayores frecuencias
utiliza),

e Se cumplen las propiedades para sefiales reales y pares.
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Ejemplos de Transformadas de Fourier EEIGEIEReCRIEERTT L]

Senal Gaussiana

Demostracion

La demostracién es directa si se parte del resultado conocido

o0 b2—4ac
/ e_(aX2+bX+C)dx = ze( %3 ) , con La>0
a

— 00

simplemente tomando b=jf y c =0.
La relacién anterior puede demostrarse a partir del resultado conocido de teoria
de la probabilidad

o0 ®

/ e X dx =+

— 00
realizando completando cuadrados y realizando un cambio de variable. No
obstante, la demostracién rigurosa requiere conocer los rudimentos de integracion
por contornos para poder generalizar el resultado a niimeros complejos.
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Ejemplos de Transformadas de Fourier EEIGEIEReCRIEERTT L]

Senal Pseudo-Gaussiana

@ Observe que:

e cuanto més estrecha (y por ello tiene variaciones mas réapidas) es la
sefial f(x), mas ancha es la sefial F(&) (es decir, mayores frecuencias
utiliza).

e Se cumplen las propiedades para sefiales reales y pares.

Jaime Laviada (Uniovi) Tema 7
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Sefiales de energa finita
Senal Pseudo-Gaussiana

Demostracién
La demostraciéon se basa en la siguiente integral

0 cos fx T _p
—2P7 dx = — e blB
/0 X2 b2 2p°

la cual se demuestra por integracién por contornos.
Para demostrar la TF de la pseudogaussiana:

£ 1 itx €2 cosfx €2 smfx
/_OOX72+b2e J€ dx:/_ — 5 dx+ j/

puesto que los integrandos de estas dos integrales son una funcion par e
impar, respectivamente, tenemos que:

b 1 o coséx
JEX oy — e~ bl¢l
/—ooX2+b2e dx 2/0 x2+b2dx b
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Ejemplos de Transformadas de Fourier EEIGEIEReCRIEERTT L]

Senal Pseudo-Gaussiana multiplicada por x

= —jmsgn(¢)e?l

o Observe que:

e cuanto més estrecha (y por ello tiene variaciones mas réapidas) es la
sefial f(x), mas ancha es la sefial F(&) (es decir, mayores frecuencias

utiliza). o
e Se cumplen las propiedades para sefiales reales e impares. e
Jaime Laviada (Uniovi) Tema 7
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Ejemplos de Transformadas de Fourier EEIGEIEReCRIEERTT L]

Senal Pseudo-Gaussiana multiplicada por x

Demostracion

La demostraciéon se puede realizar a partir de la TF de la pseudogaussiana
y la propiedad del producto con x

X d (7
Fx) = oy 7 —blf)
e x2 4 b? de (be

Operando tenemos que:

d d
i <Ze—b|s> _ _jwcl?e—bm _ _jrsgn () e bl

10
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Distribuciones y sefiales de energia infinita
Transformada de Fourier de distribuciones

@ El concepto de Transformada de Fourier puede generalizarse al caso
de distribuciones (ver apéndice).

o Esta transformada generalizada se define de modo que se cumplen la
mayor parte de propiedades de la TF (dualidad, derivadas, traslaciones,
convoluciones y paridad)

@ Es posible demostrar que para el caso de distribuciones de tipo
impulsivo (d(x), ¢'(x), etc.) y distribuciones asociadas (p.ej., su
primitiva I'(x)), se puede obtener el mismo resultado operando con
“normalidad”.

@ El uso de distribuciones nos permitira definir la TF de un buen

nimero de sefiales importantes, las cuales no seria posible definir con
la TF convencional.

o Dentro de este ambito se incluirian las sefiales periddicas.
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Distribuciones y sefiales de energfa infinita
Delta de Dirac

5(x) +—1 5(x — xg) +— eI
%f(m) =0(x) AF()
1 1
I e £>
[F(©)l

—
49
=
8
N
Il
=
8
|
8
N
/
—
—_
7arY
Y

Y

Demostracion

La demostracién es trivial us;mdo la definicién de la delta de Dirac
ffooo §(x —x0)e I dx = eI
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Ejemplos de Transformadas de Fourier Distribuciones y sefiales de energia infinita

Delta de Dirac

@ Ademas, aplicando la propiedad de dualidad sobre el resultado

anterior:

1+—276(8)

efS% 5 2m6(€ — &)

ll\f(z) =1

>
T

AR{Sf (2)} = R{esow}

NN NMNANN

VVVVIVVVV

>

x

U@} = (o)

NN NN A\

VV\V V

T
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Ejemplos de Transformadas de Fourier Distribuciones y sefiales de energia infinita

Derivadas de la delta de Dirac

@ De manera analoga al caso anterior:

5N() e (GO |8 (x —x0) ¢ (jE)" eI

{f (x) = d'(x) ASF(€)

r ; & e
: ﬂ?f(x) = 3"(a) ARE(€)
2 . \ £
B

Demostracién

d" (e‘ff")

= (~1)" (—jE)" eI = (jg)" eSS
dx"

oo
/ 600 (x — xp)e /& dx = (—1)"
— 00
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Ejemplos de Transformadas de Fourier Distribuciones y sefiales de energia infinita

Derivadas de la delta de Dirac

@ Aplicando la propiedad de dualidad sobre el resultado anterior:

x" s 27rjn6(n)(§)

A(z) =2z JE‘SF(S)
e 2w
o : % <
A f(z) = 22 {RF(f
\ / . e
z

Demostracién
()" = 26" (=€) = (=1)"2ms(") (¢)
x"+— 27rjin (=1)" 8 (¢) = 27j"6(M (¢)
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Ejemplos de Transformadas de Fourier Distribuciones y sefiales de energia infinita

Funcién salto unidad

@ Relacionada con la delta de Dirac, estd también la TF de la funcién salto unidad:

u(x) s 76 (€) + Jlé
A f(z) = u(x) WASRF(O
) 3
ASE(E)
i J 1 >
,1>f 3

Ejercicio

Demuestre la propiedad de integracién a partir de la TF de la funcién salto unidad.

/ )y 0 () +TF(0)3(0)

—00
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Ejemplos de Transformadas de Fourier Distribuciones y sefiales de energia infinita

Funcién salto unidad

Demostracion
La demostracién se basa en la propiedad de la derivada de la TF y el hecho de que
u'(x) = 8(x)
1=TF(3(x)) = TF (4 (x)) = jETF (u(x))
despejando en esta ultima igualdad, y teniendo en cuenta el resultado visto en

distribuciones, tenemos que:

TF(u(x)) = Jlg +C5(¢)

donde C es una constante a determinar. Para ello, tendremos en cuenta que:

TF (sgn(x)) = TF (2u(x) — 1) = 2TF (u(x)) — 274 (&) = J% +(2C—-27m)6(¢)

puesto que la TF(sgn(x)) debe ser una funcién impar, el término de §(¢) debe
cancelarse pues es una distribucién par:

2C-2r=0&C=nm
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Distribuciones y sefiales de energfa infinita
Funcién salto unidad

@ Por dualidad es sencillo ver que:

% — —mjsgn (&)

Af(z)=1 ASF(E)

T

Demostracién

U(x) = @)+ =~ & T+ + e 2mu(—E) o
J€ Jx

=3 Jlx «— 2ru(—€&) —TF(7d (x)) =2ru(—&)—7 & )l( > 27j (u(—g) — %) = mjsgn(—§)
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Ejemplos de Transformadas de Fourier La TF de sefiales periédicas

TF

de Senales periddicas

Con la ayuda de distribuciones es posible obtener la TF de sefiales periddicas.

Para ello basta con observar que, si una sefial admite DSF, entonces se puede

expresar como
00

)= Y a(m)eme
Teniendo en cuenta que TF [ej"’é"x] =216 (£ — m&p):
Rx)= Y a(me™™ s Rp(&)=2r Y a(m)i(&—m&)

Tal y como se vio en la introduccién, los coeficientes del DSF se pueden calcular a
partir de la TF de la sefal en un periodo:

Xo Xo

a(m) = Xio/ io fo(X)e_jm&XdX: XLOF(mfo) con F(&) = /Z fO(X)e_jEXdX

-2

Es posible escoger otro intervalo de integracién, p.ej. [xo, Xo + Xo]. y aunque F(&
sera diferente, en los puntos m&g el resultado serd el mismo.
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Ejemplos de Transformadas de Fourier La TF de sefiales periédicas

TF de Senales periddicas

TF de Sefales periddicas

La transformada de Fourier de una senal periédica con periodo Xp, esta
compuesta por un tren de deltas separadas &y = X cuyas amplitudes son
proporcionales a los coeficientes del DSF.

o0 o0

fo(x)= Y a(m)e™ «— Fo(&)=2r Y a(m)s (& —méo)

m=—0oQ

m=—0Q

Ademas, los coeficientes del DSF se pueden calcular a partir de la TF de la sefial
en un periodo como:

a(m) = XLOF(mEO)

x0+Xo )
F(¢) = / fo(x)e % dx, Vxo

0
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Ejemplos de Transformadas de Fourier La TF de sefiales periédicas

TF de Senales periddicas

Ejercicio
Calcule la TF de un tren de pulsos fy(x) =Y o _ M (X%’A"XO) a partir de
la TF de un pulso M(%).

Solucién

(e.9]

Toat)= S n( mxo> 2;0A > sinc<m7rxéo>5(§—m§0)

m=—00 m=—0oQ

4
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[0 (R ST
TF de Senales periddicas

f@) =1(3) F (&)

’-’_J‘co(x) = Z II <m—Aﬂ
k=—o00
| il o
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Ejemplos de Transformadas de Fourier La TF de sefiales periédicas

Algunas sefiales periédicas de interés

@ A partir del resultado anterior, o mediante una descomposicién en
exponenciales, es trivial calcular la TF de senos y cosenos:

‘ cos (§ox) «— w0 (€ — &o) + 76 (£ + &o) ‘

sin (€ox) —— ?5(5 — &) — ?6(&50)

@ Ademais, es sencillo demostrar con la formula de la suma de Poisson
que:

o0 o & 2
3 5(X—kxo)<—>% S 66— méo), con 50:7:

k=—00 m=—o0
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Ejemplos de Transformadas de Fourier La TF de sefiales periédicas

Algunas senales periddicas de interés

A = cos(&) ARE(E)
* 11
—&o €o <
T/\ sin 5033 ASF(€)
= ™
] > {T Lo >
7 \V/ BV I

1) = S5 b (2 — kXo) L AF©)

TTTTTTTT%TQ{TTTT% 1T

5266 P & % 3% ¢

Al
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Relacién entre la TF y los SLI

Indice

© Relacion entre la TF y los SLI
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Relacién entre la TF y los SLI

Respuesta de un SLI a una exponencial compleja

@ Como hemos visto, las exponenciales complejas son autofunciones de
los sistemas lineales e invariantes:

Floba€)) =p(xi€)eh(x) = [

e}

(e d' el [ (x)e e

—0o0

ejﬁw | h(x) ejfo(f) H(f) _ /_o; h($)€_j£wdl'

@ A la funcidn

| H(&) = TF[h(x)]|

se conoce como funcién de transferencia del sistema.

Al
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Relacién entre la TF y los SLI

Respuesta de un SLI a una seiial arbitraria

e Consecuentemente, la respuesta de un SLI a una sefial f(x) sera:

g() =FIF(l = [ FOFletaelds = [ M) de

@ Es decir, la relacién entre el espectro de la sefial de entrada y la senal
de salida sera:

1 G(€) = F(OH(©)]
f(x) g9(z)

»  h(x) >
F(&) G(&) = F(H(E)

1150
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Relacién entre la TF y los SLI

Sistema inverso de un SLI

@ La funcién de transferencia del sistema inverso vendra dada por:

- L
TF [ (x)] ©
@ Es necesario exigir que H(&) # 0, V¢.
f(2) h(z) 9(@) J e | @)
F(€) ¥ HO |a© =Fome L HE© F(€) :
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Densidad espectral de energia

Indice

@ Densidad espectral de energfa
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Densidad espectral de energia

Densidad espectral de energia

@ Recordemos que el teorema de Parseval nos dice que:
ELF (1= [ IFCPax= - [ IF©IPde 1

@ Por tanto, el término Gr (€)= |F (€)|? describe el reparto de la
energia a lo largo del dominio espectral y se puede asumir que tiene
unidades [J/(rad/s)] o [J/(rad/m)], dependiendo del dominio en el
que se trabaje.

o Al término | Gr (&) = |F (€)|?| se le denomina densidad espectral de

energia.

1150
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Densidad espectral de energia

Teorema de Wiener-Kinchine

Teorema de Wiener-Kinchine

La densidad espectral de energia se relaciona con la autocorrelacién de una
sefal mediante la transformada de Fourier:

| Re(x) & Gr(€)]

siendo la demostracién directa pues R¢(x) = f(x)* f*(—x) y teniendo en
cuenta las propiedades de la TF.

También existen relaciones similares para el caso de las correlaciones
cruzadas:

Ree(x) < Gg(&) = F(§)G"(€)
Rer(x) < Ggr(§) = G(E)F(¢)
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Densidad espectral de energia

Ejemplo del Teorema de Wiener-Kinchine

@ Ejemplo del teorema de Wiener-Kinchine:

F(x) < v > Re(x)

TF ITF

F(&) < 7 > Gr(€)
Flx) = N(%) < &) > Re(x) = AA (5%)

| i

F(€&) = Asinc(5¢) ﬁ’ Gr(€) = A%sinc®(£¢)

Al
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Relaciéon de la DEE y los SLI

@ La relacién entre la densidad espectral de energia de las sefiales a la
entrada y a la salida de un SLI viene dada por:

Gg(€) =H(&)* Gr(€)

G(&) = H(&)F (&)
— 7 3 H() >
Gr(€) Ge(€) = |H(E)IPGr(€)
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Ancho de banda

Indice

© Ancho de banda
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Ancho de banda

Definiciones de ancho de banda - banda-base

@ En el caso de sefiales banda-base (sefiales con su densidad espectral
comprendida entorno a £ = 0):

Ancho de banda a

Ancho de banda absoluto mitad de nivel (3dB)
AGr () AGr ()
max Gr (§)
0.5 max F (§) ~
0.7 max Gy (&)
£IT|3X: ;
Babs Babs £ Bsqg'Bsag §

Ancho de banda segun

porcentaje de energia Ancho de banda equivalente

AGr (€) AG; (¢
. f( )max G (&)
% sw Gf )d¢ = 0.9E[f(x)] max G (€)2Beq —
eq —
_____ A E[F(x)]
BEgo/ BEQO%‘ § BEeq BEeq E’
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Ancho de banda

Definiciones de ancho de banda - paso-banda

@ En el caso de sefiales paso-banda (sefiales con su densidad espectral
comprendida entorno a un punto £ =&.):

Ancho de banda absoluto

Ba bs 6

Ancho de banda segun
porcentaje de energia

Gr (f)

B,
90%
— By, Gf

4

(§)d¢ =
0.9E[F(x)]

Jaime Laviada (Uniovi)
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Ancho de banda a
mitad de nivel (3dB)
AGr (§)

max G;

)

0.5max F (§) ~
0.7 max G ()

C

Bas B &

Ancho de banda equivalente

max G¢(§)2Beq =
AGr(§) A E[F(x)]
max Gy (&
SR & >
Be B, ¢
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Apéndices



Definiciones alternativas - |

@ Desafortunadamente existe falta de consenso en cuanto a la definicién
de las ecuaciones anteriores.

@ Por ejemplo, en fisica se suele hacer el cambio i = —j:

F(¢) = = e’ dx f(x)=— = Ye X de

— 00 —0o0

@ Otros autores mueven el factor 27 entre ecuaciones:

F() = o —f(x)e 7 dx F(x) = f—E(] o de

—00 —00
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Definiciones alternativas - 1l

o Otra definicién muy extendida es realizar las transformada con
respecto a la frecuencia f = % en lugar de con respecto a la

pulsacién angular. En estos casos, el cambio de variable elimina el
factor de % de las ecuaciones:

G(f) = e P dx g(x) = S df

—0o0

—00

10
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La Transformada de Fourier generalizada - Definicién

La definicién de las distribuciones es de funcionales lineales y continuos,
habitualmente definidos por su comportamiento bajo el signo integral.

No tiene por tanto sentido hablar de su transformada de Fourier.

Sin embargo, la TF se puede generalizar a distribuciones mediante la siguiente
observacién

/ o; AOTF () de = [ Z () ( | O:O g(x)effde> de =

/Zg(x) </Z f(g)eiﬁxd§> dx = /Z TE{f(£)} g(x)dx

que es vélida para dos funciones (de Schwarz) cualesquiera.
De este modo, se define la TF de Fourier generalizada como:

| (F(&), TF{D(x)}) = (TF{f(£)},D(x)) ¥(§) € S(R) |

Algunos autores limitan la definicién de la TF convencional a sefiales de variacién
acotada en L1 y utilizan esta definicién para el resto de sefiales (p.ej., sefiales L2,;j—;
como la sinc). T
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La Transformada de Fourier generalizada - Ejemplos

@ La transformada de Fourier de §(x) se puede definir, de manera ortodoxa,
como:

(F(E), TF{0(x)}) = (TF{f(&)},6(x)) = TF{f(£)},=o

= [ fede= e
y, por tanto, TF{o(x)} =1.

@ Otro ejemplo con la distribucién ¢’(x)

(F&). TF{5'()}) = (TF{F(€)},8'(x)) = — ST}

dx
— [ #© 4 ()

y, por tanto, TF{&'(x)} = j¢.

x=0

ac— [ RO i€ dk = (F(€), G€))
x=0 —o0

Al
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La Transformada de Fourier generalizada - Ejemplos

@ Es posible probar que las propiedades de las transformada de Fourier
relativas a dualidad, derivadas, traslaciones, convoluciones y paridad ,
validas para sefiales en L1 son extrapolables a distribuciones.

@ Por ejemplo:

(&) TF{D ) = (TF{AOL D) = — (S TFIA©1D0) ) -

— (=JETE{f(E)}, D(x)) = jE(TF{f(£)}, D(x))
=JE(f(€), TE{D(x)}) = (f(£).JETF{D(x)})

1150
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Senales limitadas en tiempo

Teorema de Benedick

El teorema de Bendick afirma que, si f(x) es de buen comportamiento,
entonces f(x) y F(£) no pueden ambas tener soporte (de medida no cero)
finito.

A efectos practicos, esto implica que las sefiales no pueden estar limitadas
simultaneamente en tiempo y frecuencia.

El lector interesado puede consultar mas detalles en la siguiente referencia:

o Benedicks, M. (1985), "On Fourier transforms of functions supported
on sets of finite Lebesgue measure", J. Math. Anal. Appl., 106 (1):
180-183.
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