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Introduccién

Introduccién

@ En este tema veremos como (casi) cualquier funcién periddica fo(x) € P(Xp)
puede expresarse como una combinacién lineal de funciones conocidas.

e Estas funciones, denominadas funciones base, son exponenciales
complejas.

e A esta combinacién lineal de funciones base se la conoce como
Desarrollo en Serie de Fourier (DSF).

@ Veremos que estas funciones base permiten generar un espacio de sefales de
dimensién infinita.
e En la practica, la combinacién lineal se trunca a un nimero de
términos finito, dando lugar a un cierto error.

@ Veremos como ademas, el DSF nos permite un andlisis simple del paso de
sefales periddicas por sistemas lineales.
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Algebra del espacio

e Conviene recordar el algebra del espacio vectorial P(Xp)
P(Xo)
(fo(z), 90(z)) = > fo(2)go (x)dx

(Xo

. fo()

. @I = | el
90(@)
: & ()o@ = [ 1@ o)
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Funciones base

Ejercicio

Demuestre que la coleccién de funciones {¢(x; m)} = e/méox:
@ pertenecen a P(Xp)
@ tienen por normal|¢(x; m)||2 =Xp

© son ortogonales, es decir

_ _ _JXo m=n
<so(x,m),so(x,n>>—{0 o

@ Puesto que las funciones son ortogonales, también son linealmente

independientes, se concluye que forman una base de un subpespacio
de P(Xo)
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Expansion de funciones periodicas

@ Es posible demostrar que el subespacio generado por las funciones
base exponenciales de argumento imaginario

{o(x;m)} = &M% con &y = m
Xo

cubre la mayor parte de sefiales de interés pertenecientes a P(Xp).
@ En general, es posible expresar una funcién periédica de VC como:

(e 9]

B~ D alm)e(xim) con a(m) = 5 (f(x).w(xim)

m=—0o0

existen algunas excepciones que analizaremos mas adelante.

@ En cualquier caso, segln el Teorema de la Mejor Aproximacion, esta
aproximacion sera la mejor que se puede hacer de fy(x) utilizando
como base {¢(x;m)}.

10
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Desarrollo en Serie de Fourier

Ecuacién de andlisis y sintesis

Teniendo en cuenta las definiciones anteriores, tenemos las denominadas
ecuaciones de analisis y sintesis:

1 .
a(m) = —/ fo(x)eIm% dx | (ec. analisis)
Xo J(Xo)
fo(x) =~ Z a(m)e™ox | (ec. sintesis)

las cuales definen el Desarrollo en Serie de Fourier para VC.

1
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Interpretacién como un operador

e El DSF puede interpretarse como un operador (no invertible) entre
diferentes espacios de sefial:

DSF : P(Xo) — D(Z)

1 .

= — fo(x) e ImEox gy
Xo /<Xo> o)

@ Y de manera similar para el DSF inverso

fo(x) = a(m)

DSF': D(Z) — P(Xp)

a(m) — Z a(m)e™ox ~ fy(x)

m=—0o0

Al
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Interpretacién como un operador
P(Xo)

fbfx)

fo(z) = DSF~'[a(m)]  go(x) # DSF~"[b(m)

10
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Interpretacién como un operador

P(Xo)

fol@) DSF[fo(a)]

fo(z) = DSF~'[a(m)]  go(z) # DSF~"[b(m)]

10
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Interpretacién como un operador

P(Xo) D(z)

1
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Interpretacién como un operador

P(Xo) DSF[go ()] D(Z)
gol\x

*b(m)

1
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Interpretacién como un operador

P(Xo) DSF[go(z)] D(Z)
. g0 . b(m)
DSF ! [b(m)]
fo(x) DSF[fo()]
- Oa'(m)

DSF!{a(m)]

1
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Interpretacién como un operador

Minima distancia posible
P(Xy) DSF[go ()] D(Z)
9o b(m)
DSF ! [b(m)]
DSF ! [a(m)] -a(m)

fo(z) = DSF~'[a(m)]  go(z) # DSF~"[b(m)]

10
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Ejemplo: Tren de tridngulos periédico

m= —
\VK)\(VAV/\VAV{)(\O\// Las partes real e imaginaria son
combinaciones lineales de senos
preymmpy y cosenos desfasados

/TN
L/ =% \LA AL/ Ko ]

— \ RFo@)
RS IVANERY/\NEIVAN
=Xo Xo —Xo Xy
m = 1 /
:f\ P — X —
7 ° Rfo(a Z la(m)| cos(méoz + wa(m))

N AN NN A
\EA0VRV/RVR VAV Sho@) = 3 la(m)lsin(mess + pa(m)

m=—00
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Convergencia del DSF
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Andlisis del ertor en el DSF truncado
DSF truncado - |

@ En la practica, no es posible considerar los infinitos términos de la
ecuacién de sintesis:

N

fon(x) = Z a(m)e/méox

m=—N
@ Por ello, es conveniente analizar el error que se comete con un
nimero finito de términos N

dy = Eoleon(x)] = Eo [fo(x) — o (x)] = / (x) = fon(x)|? dx

|fo
(Xo)
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Andlisis del ertor en el DSF truncado
DSF truncado - Il

@ Como consecuencia del teorema de la mejor aproximacién, este error
decrecerd (o al menos no aumentara) con N.

@ Ademais, es posible demostrar que los coeficientes a(m), calculados
segln la ecuacién de anélisis, dan lugar a un error que tiende a cero

N

aim d ﬁ)(x),m;Na(m)ed"’&x =0

siempre y cuando estos coeficientes existan.

@ Los criterios de convergencia de fyn(x) se estudiardn posteriormente.
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Anilisis del error en el DSF truncado
Anilisis grafico del DSF truncado
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Conver; CUSERCCNDNIZI  Anilisis del error en el DSF truncado

Anilisis grafico del DSF truncado

fo(x)  fon(z) leon ()]

— 0.5
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Conver CUSERCCNDNIZI  Anilisis del error en el DSF truncado

Anilisis grafico del DSF truncado
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Conver CUSERCCNDNIZI  Anilisis del error en el DSF truncado

Anilisis grafico del DSF truncado
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Conver CUSERCCNDNIZI  Anilisis del error en el DSF truncado

Anilisis grafico del DSF truncado
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Convergencia del DSF Andlisis del error en el DSF truncado

Fenémeno de Gibbs

Fenémeno de Gibbs
o El DSF truncado de funciones discontinuas dara lugar a funciones con
oscilaciones en los puntos donde existen discontinuidades.
o Si el salto en la discontinuidad es finito, el DSF truncado tiende al
valor medio en la discontinuidad.
@ La amplitud de esta oscilacién no cambia y, por tanto, no tiende a
cero.
o La oscilacién, para valores altos de N, es de aproximadamente un 9%.
o No obstante, el error total, dy, si tiende a cero pues la funcién de error
pierde area.
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Convergencia del DSF Andlisis del error en el DSF truncado

Convergencia del DSF truncado

@ Para el caso del tren de pulsos analizado anteriormente, observe que:

e aunque el error egy mantiene picos de valor constante, su energia
tiende a cero,

o en la discontinuidad (p. €j., xo = 0,25), el DSF tiende al valor medio
(0,5).

EO [60]\](1’)] fON(O25)
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0.2 0.4
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0.1 0.2

0.05 0.1
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Hnﬂnmn ..... 0
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o
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Convergencia del DSF Andlisis del error en el DSF truncado

Anilisis grafico del DSF truncado

fo(fﬁ) fON(ﬂC)
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Anilisis grafico del DSF truncado
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Conver; CUSERCCNDNIZI  Anilisis del error en el DSF truncado

Anilisis grafico del DSF truncado
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Conver; CUSERCCNDNIZI  Anilisis del error en el DSF truncado

Anilisis grafico del DSF truncado
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Anilisis del error en el DSF truncado
Anilisis grafico del DSF truncado
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[@LVEECOGERSINDEI I Analisis del error en el DSF truncado

Convergencia del DSF truncado

@ Para el caso del tren de exponenciales, nuevamente:
o el error gy mantiene picos de valor constante pero su energia tiende a

cero,
o en la discontinuidad (p. ej., xp = 1), el DSF tiende al valor medio
(0,683).
Ey [60]\[(37)] fON(xO - O)
0.035 0.7
0.030
0.025 065
0.020 o6
0.015 '
0.010 055
0.005
0 h”mﬂmnnm.n.\.m.n..... 05
10 20 30 40 50 : 10 20 30 40 50

Jaime Laviada (Uniovi) Tema 6 20/58



Convergencia del DSF Criterios de convergencia del DSF

Criterios de convergencia del DSF

@ Resulta pues conveniente estudiar bajo que condiciones el DSF
existird y convergera hacia la sefial bajo analisis

o El andlisis de la existencia y la convergencia del DSF es muy
complejo...

@ ... pero se puede resumir en que, en la practica, todas las funciones de
interés en ingenieria tienen DSF.

“All reasonable wishes, but starting to ask about convergence of Fourier
series, beyond the L2-convergence, is starting down a road leading to
endless complications, details, and, in the end, probably madness.”
(Prof. Brad Osgood, Lecture Notes for The Fourier Transform and its
Applications, Stanford University)

10
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Convergencia del DSF Criterios de convergencia del DSF

Problemas en la convergencia del DSF

@ Antes de ver los criterios de convergencia, se ilustrard un caso en el
cual no es posible el DSF de una funcién.

@ Para ello consideraremos la siguiente funcién periédica, definida en el
intervalo [0, Xp):

1
fo(x) = = x €[0,Xp)

@ Si intentamos calcular su primer coeficiente, a(0), obtenemos:

1 % 1 (X1 1 x
3(0):)<0/0 fO(X)dX:<fo(X)>:)<O‘/O dX:YO|nx‘o — 00

X

y, por tanto, fy(x) no se puede expresar como una serie de Fourier.

10
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Convergencia del DSF Criterios de convergencia del DSF

Criterios de convergencia del DSF

Criterios de convergencia
El DSF de una sefal fy(x) existird y convergera si se cumple cualquiera de
las siguientes condiciones:

e fiy(x) € le,, es decir, es cuadrado integrable en un periodo.

e fiy(x) € L},, es decir, es absolutamente integrable en un periodo v,
ademas, tiene un nimero finito de (a) maximos y minimos por
periodo y (b) discontinuidades. Ademas, todas las discontinuidades
deben ser finitas.

Es importante observar que estas son condiciones suficientes (pero no
necesarias).

@ Cada uno de estos criterios nos ofrecerd un grado de convergencia
diferente.
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i A SR
Convergencia del DSF - Funciones L,%

o El primer caso de interés es cuando fy(x) € L3:

/ 1o (x)[2dx < 00
(Xo)

o Cualquier sefal que tenga energia finita en un periodo, tendrd un DSF
que converge en el sentido de la norma-2 (norma inducida por el
producto escalar):

Jim_d(fo(x), fon(x)) = lim _[[fo(x) —fon(x)| =0

@ Este hecho es especialmente importante pues las sefiales que se
pueden generar en un laboratorio son siempre de energia finita.

Al
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(@TIVEF-CITENCEINDSI l  Criterios de convergencia del DSF

Convergencia del DSF - Condiciones de Dirichlet

o El segundo criterio se conoce como Condiciones de Dirichlet:

Q n(x)e Lllj:
/ |fo(x)]dx < o0
(Xo)

@ El nimero de discontinuidades de fo(x) en un periodo es finito.
Ademas, las discontinuidades deben ser finitas.
© El nimero de méximos y minimos de fy(x) en un periodo es finito.
@ En la practica, las sefiales que no cumplen las dos lltimas condiciones
son bastante “artificiales” por lo que se suele asumir que estas
condiciones se cumplen.

@ Si se cumplen las condiciones de Dirichlet, la serie converge punto a
punto hacia fy(x) excepto en los puntos donde fy(x) es discontinua.

e En las discontinuidades, convergera hacia el valor medio de la
discontinuidad.

25 /58
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i A SR
Convergencia del DSF - Condiciones de Dirichlet

2
z € [32 — 6(m)Xo, 52%], m €N fo(z) =sin(2E),0<z <1
A Numero infinito de
maximos y minimos
>
-1 0 1 200 0 1 2
Numero infinito
de discontinuidades
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i A SR
Convergencia del DSF - Ejercicio
Ejercicio

Compruebe si la funcién fy(x) = LX, 0 < x <1 cumple alguno de los
criterios de convergencia.

Al
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Convergencia del DSF Criterios de convergencia del DSF

Convergencia del DSF - Ejercicio

Ejercicio
Compruebe si la funcién fy(x) = %, 0 < x <1 cumple alguno de los

criterios de convergencia.

Solucién

@ La funcién no cumple el primer criterio pues es discontinua.

@ La funcién no cumple el segundo criterio pues
Jo 1fo(x)Pdx = [3 Ldx = Inx|g = oo

@ La funcién (a) si es absolutamente integrable
fol |fo(x)|dx = fol %dx = 2\/>?|(1) =2, (b) tiene un ndmero finito de
méximos y minimos por periodo, y (c) tiene un nimero finito de
discontinuidades pero su tnica discontinuidad es infinita.

No se puede garantizar por tanto que exista su DSF
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(@TIVEF-CITENCEINDSI l  Criterios de convergencia del DSF

Convergencia del DSF - Funciones continuas

@ En el caso de sefiales periddicas continuas, que cumplan las
condiciones “extra” de variabilidad acotada, tendremos siempre DSF y
convergera hacia la sefial.

@ Observe como en el siguiente DSF los picos del error si disminuyen al
aumentar N

@ Ademas no existe fenémeno de Gibbs pues no hay discontinuidades.

fo(z)  fon(x)

Al

N

-2 -1 0 1
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(@TIVEF-CITENCEINDSI l  Criterios de convergencia del DSF

Convergencia del DSF - Funciones continuas

@ En el caso de sefiales periddicas continuas, que cumplan las
condiciones “extra” de variabilidad acotada, tendremos siempre DSF y
convergera hacia la sefial.

@ Observe como en el siguiente DSF los picos del error si disminuyen al
aumentar N

@ Ademas no existe fenémeno de Gibbs pues no hay discontinuidades.

folx)  Jon(z) leon ()]

ST

IURVAVRY o

-2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1
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(@TIVEF-CITENCEINDSI l  Criterios de convergencia del DSF

Convergencia del DSF - Funciones continuas

@ En el caso de sefiales periddicas continuas, que cumplan las
condiciones “extra” de variabilidad acotada, tendremos siempre DSF y
convergera hacia la sefial.

@ Observe como en el siguiente DSF los picos del error si disminuyen al
aumentar N

@ Ademas no existe fenémeno de Gibbs pues no hay discontinuidades.

fo(x)  fon() leon ()]

Al

N
N
-
o
-
N
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(@TIVEF-CITENCEINDSI l  Criterios de convergencia del DSF

Convergencia del DSF - Funciones continuas

@ En el caso de sefiales periddicas continuas, que cumplan las
condiciones “extra” de variabilidad acotada, tendremos siempre DSF y
convergera hacia la sefial.

@ Observe como en el siguiente DSF los picos del error si disminuyen al
aumentar N

@ Ademas no existe fenémeno de Gibbs pues no hay discontinuidades.

folx)  Jon(z) leon ()]

N=10
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(@TIVEF-CITENCEINDSI l  Criterios de convergencia del DSF

Convergencia del DSF - Funciones continuas

@ En el caso de sefiales periddicas continuas, que cumplan las
condiciones “extra” de variabilidad acotada, tendremos siempre DSF y
convergera hacia la sefial.

@ Observe como en el siguiente DSF los picos del error si disminuyen al
aumentar N

@ Ademas no existe fenémeno de Gibbs pues no hay discontinuidades.

folx)  Jon(z) leon ()]

N=30

Al

N
N
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Propiedades del DSF
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il
Propiedades generales del DSF

Linealidad afy(x)+ Bgo(x) aa(m)+ Bb(m)
Desplazamiento fo(x — xo) a(m)eJméoxo
Producto por el arménico mg-ésimo fo(x)efmose a(m—mg)
Conjugado de la funcién fy (x) a*(—m)
Reflexién fo(—x) a(—m)
Escalado variable indep. fo(ax), con a>0 | a(m) (periodo Xj = é)
Convolucién periddica fo(x) * go(x) Xoa(m)b(m)
Producto fo(x)go(x) a(m)* b(m)
Primera derivada d% fo(x) Jjmépa(m)
Derivada n-ésima %n,, fo(x) (jmé&o)" a(m)
Integracién (sélo si (fy(x)) = a(0) = 0)* [ fo(x)dx jm%a(m)
Producto escalar (fo(x),80(x)) = Xo (a(m), b(m))
Sefiales reales fo(x) real \ a(m) =a*(—m)

(se asume que los coeficientes del DSF las sefiales fo(x) y go(x) son a(m) y b(m),

respectivamente)

*Nétese que [ fy(x)dx denota integral indefinida (primitiva de la funcién). Ademas, se
asume que se escoge la constante de integracién como cero.
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Propiedades del DSF Propiedades generales

Sefales pares/impares

Ademas de las propiedades anteriores, es interesante observar que:

o El DSF de una sefial par, es una secuencia discreta par
fo(x) = fo(—=x) «— a(m) = a(—m)
o EI DSF de una sefial impar, es una secuencia discreta impar
fo(x) = —fo(=x) «— a(m) = —a(—m)

@ Estas propiedades son muy utiles a la hora de validar resultados.

1150
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Propiedades del DSF Teorema de Parseval

Teorema de Parseval

@ A partir de la propiedad del producto escalar, es directo demostrar el
siguiente teorema.

Teorema de Parseval (o Plancherel)

La energia en un periodo de una sefial periddica fy(x) es la misma, salvo
un factor de escala, que la energia de la sefal de variable discreta
compuesta por su DSF.

[, 166 = %o 3 Ja(m)P

m=—0o0

[ Eo [(x)] = XoE [a(m)] |

1
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sl
Ejemplo propiedades del DSF

Ejercicio
(Ejemplo 3.9 del Oppenheim)
Calcule la sefal fy(x) de la cual se conoce que:
@ es una senal real, tiene periodo Xo =4,
@ a(m)=0, V|m|>1,
o la sefial con coeficientes b(m) = e /™2 a(—m) es impar,

@ su energfa por periodo es [_,. |f(x)[2dx = 2.
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Ejemplo propiedades del DSF

Solucién

La condicién 2 nos impone que sélo existen 3 coeficientes: a(—1), a(0) y a(1). Por otro lado, de
la condicién 3 deducimos:

b(—1)=—b(1) = &% a(1) = —e 7 a(—1) =| a(—1) = a(1)
b(0) = —b(0) = b(0) =0 =

Ademés, de la condicién de la energia, aplicando el teorema de Parseval obtenemos que:

4(la(=1)]* +1a(0)]* + |a(1)[?) =2

Teniendo en cuenta que la sefal es real |a(—1)| = |a(1)| (lo cual es congruente con las

1
condiciones calculadas anteriormente), por lo que | |a(£1)| = 2|

Puesto que la sefial es real, se ha de cumplir que a(m) = a*(—m), imponiendo esta condicién
sobre el coeficiente m=1: a(1) = a*(—1) = a*(1). Por tanto, el coficiente a(1) es real (y asi
también a(—1). Si ademas imponemos la condicién del médulo tenemos que las dnicas
soluciones posibles son a(—1) = a(1) = i%.

Desarrollando el DSF obtenemos las dos posibles soluciones:

fo((x) = # cos (§ox) = % cos (gx)
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Ejemplos de DSFs

Indice
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ISENICEC DI Sefiales sinusoidales

Senales sinusoidales

@ Una pieza béasica para calcular DSFs complejos son las exponenciales
arménicas fy(x) = e/kéox,

@ En este caso, el DSF se puede hacer comparando directamente los
términos:

alm)=1 m=k

x) = ik&ox
o) =& = a(m)=0 m#k

@ Un caso particular, es el caso k =0, que da lugar a una funcién
constante fy(x) = 1.

folz) =1 DSF

—4X,—2Xo—Xo

Xo 2Xo 4Xo
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ISENICEC DI Sefiales sinusoidales

Senales sinusoidales

@ A partir del desarrollo anterior, y descomponiendo senos y cosenos en
suma de exponenciales complejas:

eikéox —Jjk&ox -1 m=4k
cos (k&ox) = re a(m) =3
2 a(m)=0 m#+k
_ 1 _

aikéox _ g—jk€ox a(m) = 211 m=k

sin(k&ox) = 5 a(m)=5 m=-—
a(m)=0 m#+k
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ISENICEC DI Sefiales sinusoidales

Senales sinusoidales

SF,

Jaime Laviada (Uniovi)

9
1\ Ra(m) a(k) =1
—o 9090009 o909 0909
—-6-4-20 2 4 6 m —6 -4 -2 0
A Ra(m) a(dk) = 1
1 2
l § ]
-+ > + 1 - -+ R o e e o o
-6 -4-20 2 4 6 m —6 —4 -2 0
Ra(m i
(m) a(£k) = £2
2
B I B
—-6-4-20 2 4 6 m —6 -4 -2 0
Tema 6

Sa(m)

P PP
2 4 6 m
Sa(m)

b o oo ¢ 0o >
2 4 6 m
Sa(m)

1
2

4 6

_1

2
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ISENICEC DI Sefiales sinusoidales

Senales sinusoidales

Ejercicio
Calcule el DSF de la sefal:

fo(x) = 2+ cos (£9x) + cos? (2£ox) + sin (2£0x)
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ISENICEC DI Sefiales sinusoidales

Senales sinusoidales

Ejercicio
Calcule el DSF de la sefal:

fo(x) = 2+ cos (£9x) + cos? (2£ox) + sin (2£0x)

Solucién

1+cos(2x)

2x = —— —7,luego:

Tendremos en cuenta que cos

eféox | e—ifox 1 @f¥ox | g—j4lox  @f280x _ g—j260x
fo(x)=2+ " 4 -
o) =2+ 2" 4 T

De este modo, los tinicos coeficientes distintos de cero seran:

a(0) =2 diU:% 4ia:i2 diﬂzi
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Ejemplos de DSFs Trenes de pulsos y triangulos

Tren de pulsos

@ Un DSF muy Util es del de los trenes de pulsos

Mo,a(x) = Z I'I( nXO)

n=—oo

su desarrollo se puede calcular a partir de la definicién:

A A
Mo a(x) «— a(m) = Yosmc <m7rX0>

Demostracion

a(m) = z /7 e IOy = (e*j’"g‘)% - ej’”&’%)

1 s ( A) Asmc(m A)
= ——sin| mr— — mT—
mm 7TXo Xo Xo
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Ejemplos de DSFs Trenes de pulsos y triangulos

Tren de triangulos

@ A partir del DSF de un tren de pulsos es sencillo calcular el DSF de un tren

de tridngulos
oo

No,a(x) = Z A (XAnXO)

n=—oo

su desarrollo se puede calcular a partir de la definicién:

A A
No,a(x) — a(m) = 2T<Osinc2 (mwzxo)

Demostracién

Teniendo en cuenta que la relacién entre tridngulos y pulsos, y la propiedad de
convolucién:

(&) =&n(72) (&) = st =Eogt0- Mgt

No.a(x) +— X 2 [Asinc (mwA)r = Asinc2 (mwA)
U OA 12X, 2%/ T 2Xo 2Xo
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SEGTIENMDRIN  Trenes de pulsos y tridngulos

Tren de triangulos

a(m)
‘ fO(I) 14\
a(m) = ASiuc (mﬂ—é>
DSF =% o
1
_XO XO >
a(m)
Afo() A
1 DSF a(m) = QAXUsinc2 (nm%)
—Xo Xo - -9 —6 —3 03 6 9 -
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Ejemplos de DSFs Trenes de pulsos y triangulos

Tren de exponenciales

Ejercicio
Haciendo uso de la definicion calcule el DSF de un tren de exponenciales,
definido para un periodo como:

ax

hi(x)=e %o, xe[0,X)

Solucién
ax . Xo a
a(m) = 1 e Xo e JmEoX gy = i/ e_(70+1m§°)xdx =
X0 J(xo) Xo Jo
a Xo
_t -1 [e—(xoﬂmﬁo)x} 4 [1 _ o~ (atimEoXo)
Xo x5 +Jiméo w0 a-jm2m
_1-e?
a+ jm2mw
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Ejemplos de DSFs DSF de distribuciones periédicas

Distribuciones periddicas

e Una distribucion Dy(x) se dice que es periddica si

o0

oo
3% t.q. / F(x)Do(x)dx = / F(x)Do(x + Xo)dx, VF(x)
—00 —00

o El DSF de distribuciones requiere una justificacién tedrica algo
compleja.

@ No obstante, es facil demostrar que para distribuciones de tipo
impulsivo (delta de Dirac y derivadas), (y en general para cualquier
distribucién de soporte finito), se puede operar con normalidad
utilizando la definicién y propiedades de la distribucién
correspondiente.

@ Definiremos los siguientes trenes de distribuciones periddicas:

> 8(x—nXo)  Sp(x)= Z §'(x — nXo)

n=—0o0o n=—oo

Al
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Ejemplos de DSFs DSF de distribuciones periédicas

Distribuciones periddicas

1
do(x) «— a(m) = X
27
0
Demostracion
e 1
2 5
5 e / 5(x) e Imeo i =
o(x) «—a(m) Xo )% (x)e x -
Xo g
1 2 _A —jmé&y 27
/ _ = 5/ ngoxd — _ gt
3o(x) ¢—valim) = 5 [ S )enimoran = —=350 =
Jaime Laviada (Uniovi) Tema 6



Ejemplos de DSFs DSF de distribuciones periédicas

Distribuciones periddicas

fo(z) = do()

DSF,

—3Xo —Xo | Xo 3Xo

fol) = 5h(x)

Jaime Laviada (Uniovi)
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57 (B AT T s e
Distribuciones periddicas
Ejercicio

Calcule el DSF para un tren de segundas derivadas de delta & (x) usando (a) la
definicién del 6" (x) y (b) las propiedades del DSF para derivadas.

Ejercicio
Dibuje la siguiente sefial, obtenga su periodo fundamental a partir de X{ y calcule su
DSF: [e e}

RO)= Y (=1)"6(x—mXg)

m=—0o0

Ejercicio
Calcule la derivada, en el sentido de las distribuciones del siguiente tren de pulsos:

fo(x) = i n(x_mf;"_)f‘o)

m=—00 2

y calcule el DSF del tren de deltas alterno del ejercicio anterior a partir de este resultado.
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Ejemplos de DSFs DSF de distribuciones periédicas

Distribuciones periddicas

Solucién
Aplicando la definicion:

1 —jmé&ox 1 Xél —jmé&ox (_jm£0)2
a(m)ZYO/%) 3¢ (x)eImeo dXZYO/_§5n(X)e Jméox gfy — 12507
472 5
a(m)=——xm
X3

Xo
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Ejemplos de DSFs DSF de distribuciones periédicas

Distribuciones periddicas

Solucién

El periodo de la sefial serd Xp = 2X{. Se puede descomponer ficilmente en dos
trenes de deltas de periodo Xp:

oo

Z 5 (x —2mXg) — Z §(x—(2m+1)X}) =
i d(x —mXp) — i 5<X mXo—);O>
m=—o00 m=—o0

Aplicando la propiedad de la suma del DSF y del desplazamiento:

1 1 e X0 1 1 1 0 m par
- —jméom — =~ amimm = (1 _(_1)") =
a(m) Xo Xoe Xo Xoe Xo ( ( ) ) {)%0 m impar
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Ejemplos de DSFs Férmula de la suma de Poisson

Formula de la suma de Poisson

Férmula de la suma de Poisson

A partir del DSF de un tren de deltas se obtiene la conocida Férmula de la
suma de Poisson:

S x—mXo) = 3 e

m=—o0 0 m=—oo

@ Este resultado es muy util pues nos permite relacionar sumas de
deltas con sumas de exponenciales arménicas.
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Relacién entre el DSF y los SLI

Indice

@ Relacion entre el DSF y los SLI
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Relacién entre el DSF y los SLI

Respuesta de un SLI a una exponencial compleja

@ Como hemos visto, una sefial peridédica puede ser, en general,
expresada como una combinacién lineal de exponenciales complejas
{p(x;m)} = efmeox

@ Conviene pues estudiar la respuesta de un sistema lineal a una
exponencial compleja:

F[o(x; m)] = o(x; m) = h(x) = / ()t gyt —

—00

ejmgox/ h(X/)efjmgox/ dX/

@ Por tanto, las exponenciales complejas son autofunciones de los
sistemas lineales.

iméox jm&ox o) .
i’ h(z) —>6J Himbo) H(¢) =/ h(z)e 78 dg
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Relacién entre el DSF y los SLI

Respuesta de un SLI a una sefial periddica

o Consecuentemente, la respuesta de un SLI a una sefial periddica
fo(x), si admite DSF, sera:

(e 9]

go(x) =F[h(x)]= >  a(m)Flo(x;m)] = Z b(m)p(x; m)

m=—0oQ m=—0o0

@ Es decir, la senal de salida serd también una sefal periddica con el
mismo periodo, cuyos coeficientes del DSF vienen dados por

| b(m) = a(m)H(m¢) |

_ fo() > A go(x) .

> a(m)e(x;m) D b(m)p(z;m)

m=—0o0

m=—o0

o El término H(&) = [ h(x)e/*¥dx se denomina Transformada de
Fourier de h(x) y sera objeto de estudio en el préximo tema.
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Relacién entre el DSF y los SLI

Respuesta de un SLI a una sefial periddica

fo(2)

g0(z) = fo(w) * h(x)

=

LT
o o) [ o)
a(m)
Elw--
b(m) = a(m)H (mé&o)
Lorolos R UK
[N 1 1 M
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Apéndices



Otras definiciones del DSF

@ En algunos textos se usa una definicién ligeramente diferente del desarrollo
en serie de Fourier:

fo(x a(O + Z [a(m) cos (m&gx) + B(m)sin (mépx)]

donde los coeficientes se calculan como:

2 2 :
a(m) = X /(XO) fo(x) cos (m&px) dx B(m) = X /(X0> fo(x)sin (m&px) dx

@ Este tipo de definicién se prefiere en algunos contextos pues, si la funcién
fo(x) es real, sélo requiere el uso de funciones y coeficientes reales.

@ La relacién entre ambas notaciones es:

a(m) =a(m)+a(-m)  f(m)=

a(|mly = LIy = AL
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Tasa de convergencia

@ Cuanto méas “suave” sea una funcién, menos rapido varia.

@ Si una funcidn varia lentamente, es légico pensar que los términos de
mas alta frecuencia tendran menos peso en el DSF

@ En la practica, la “suavidad” de las funciones se mide por su
derivabilidad.
@ Es posible demostrar que:
o Si f(x) ¢ C°, entonces los coeficientes a(m) tendran algunos términos
del tipo %
@ Por ejemplo, el tren de pulsos.
o Si 3f/(x) (en casi todas partes) pero f/(x) ¢ C, entonces los
coeficientes a(m) tendran algunos términos del tipo #
@ Por ejemplo, el tren de tridngulos.
o Si 3f”(x) (en casi todas partes) pero f”/(x) ¢ C°, entonces los
coeficientes a(m) tendran algunos términos del tipo #

Jaime Laviada (Uniovi) Tema 6 58 /58



	Introducción
	Definición
	Convergencia del DSF
	Análisis del error en el DSF truncado
	Criterios de convergencia del DSF

	Propiedades del DSF
	Propiedades generales
	Teorema de Parseval

	Ejemplos de DSFs
	Señales sinusoidales
	Trenes de pulsos y triángulos
	DSF de distribuciones periódicas
	Fórmula de la suma de Poisson

	Relación entre el DSF y los SLI
	Apéndices

