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Introduccién

Introduccién

@ Para entender que es un espacio de sefial, en primer lugar de conocer
el concepto de senal.

i Qué es una sefial?

Cualquier funcién de una o mas variables independientes que porta o
contiene alguna informacién sobre el comportamiento o la naturaleza de
algin fenémeno y que puede ser almacenada, presentada o manipulada.

@ Aspectos clave:
o Desde un punto de vista matematico, se representan como una funcién.
e Estan asociadas a alglin fenémeno.
e Transportan informacion.
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Introduccién iQué es una sefial?

Pero, jqué es una funcién?

@ Conviene repasar el concepto de funcién. ;Qué es una funcién?

@ Una funcién es una aplicacién de un conjunto en otro.

@ Matematicamente se representa como:

a: K1—>K2
T— a(T)

Jaime Laviada (Uniovi) Tema 2 6/88



Introduccién iQué es una sefial?

Pero, jqué es una funcion? - |l

o Matematicamente se representa como:

a: K1—>K2
T a(T)

@ En esta asignatura, consideraremos que los conjuntos Kj y K> son
conjuntos de ndmeros.
o Los habituales seran los niimeros naturales, los enteros, los reales y los
complejos, denotados por N, Z, Ry C.
o Conceptos idénticos pueden extenderse a espacios de varias dimensiones
sin mas que considerar los conjuntos N x N = N? y equivalentes.
o En estos casos, habria variables variables de partida, p.ej., (71,72).
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Introduccién iQué es una sefial?

Pero, jqué es una funcion? - |ll

@ Matematicamente se representa como:

a: K1—>K2
T a(T)

@ La variable 7 se la denomina variable independiente:

e En el caso de un conjunto de partida sea Z, se denotard por r=ny la
funcién por x(n).
e En el caso de un conjunto de partida sea R, se denotara, en general,
por 7 = x y la funcién por f(x)
o Es habitual que estas funciones representen tiempo o espacio,
permitiendo una notacién incluso mas especifica x =t o x = z.
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Introduccién Algunas clasificaciones de sefiales

Tipos de senales

@ Se pueden establecer diversas clasificaciones de la sefial en funcién de
multiples parametros:

Sefiales de variable continua (VC) - Sefiales de variable discreta (VD)

Sefiales reales - Sefiales complejas

Sefiales unidimensionales - Sefiales multidimensionales

Sefiales escalares - Sefiales vectoriales
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Introduccién Algunas clasificaciones de sefiales

Senales de variable continua y discreta

e La clasificacion entre sefiales de variable continua (VC) o discreta
(VD) se basa en la naturaleza de la variable independiente:

@ Variable continua: El conjunto @ Variable discreta: El conjunto de
de partida K1 no es numerable. partida K; es numerable.
@ Tipicamente 7 € R, luego T=x. @ Tipicamente 7 € Z, luego 7 = n.
Ejemplo: Sefial de voz Ejemplo: Valores de cierre en bolsa

indice Down Jones - Cierre.

24000
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Algunas clasificaciones de sefiales
Sefales escalares y vectoriales

@ La clasificacién entre sefales escalares y vectoriales depende de la magnitud
fisica que representa a(7).

@ Sefial escalar: el conjunto de salida, @ Sefial vectorial: el conjunto de
K>, estd compuesto por escalares salida, K>y, estd compuesto por
(p-ej.,, Ro C) vectores (p.ej., R3 o C3)

Ejemplo: Potencial eléctrico Ejemplo: Campo eléctrico

-5 - x[m]
ym 5 -10 [m]

-1 -2 x[m]

ym]

@ En la asignatura sélo trabajaremos con sefiales escalares.
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Algunas clasificaciones de sefiales
Senales reales y complejas

@ La clasificacidon entre sefnales reales y complejas se basa en el conjunto de

salida K>.

Sefal real: Kb CR Sefial compleja: K, CC
qur{pglo: Velocidad de un vehiculo Ejemplo: Te?ksf;én fasg}_rlial en R.S.P.
. 1V

c
: 1kH Jv.

0 2 1 6 8 LI R R R Y

1 2 3 5 6
C [uF]

@ Un telecomunicaciones las sefiales pasobanda y los campos
electromagnéticos se representan habitualmente mediante sefiales compleja
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Algunas clasificaciones de sefiales
Senales unidimensionales y multidimensionales

@ La clasificacién entre sefiales unidimensionales y multidimensionales se basa
también en el nimero de variables independientes:

@ Sefial unidimensional: la sefial @ Sefial multidimensional: la sefial

depende de una (nica variable a(7) depende de varias variables

) ) ) independientes. Por ejemplo,
Ejemplo: Velocidad del viento a(m1,m).

‘V [m/s]

0 Ejemplo: Densidad de flujo de calor

s R

16 | AN N

14 1 s

12 095 40

10 . (

8 .

6 s e

Y0 5T ¢ S 10 12 11 16 15 20 ¢ [min] oo or oa o ‘

@ Un campo en fisica (es decir, una distribucién espacio-temporal de una
magnitud) serd siempre una sefial multidimensional.
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Espacios Vectoriales Definicién

i Por qué estudiar espacios de senal?

@ Para poder entender en detalle la teoria de transformadas, es
necesario conocer que son los espacios de sefal.

@ Son tipos de espacios vectoriales y, por tanto, podremos aplicar todos
los conceptos de espacios vectoriales.

@ ;Qué es un espacio vectorial?

Son conjuntos de elementos, denominados vectores, en los que se
definen varias operaciones.

Al conjunto de elementos, denominado espacio de partida, lo
denominaremos por V.

Algunas de las operaciones requieren también un cuerpo, que
denotaremos por K. A sus elementos se les denomina escalares.

El espacio vectorial resultante se denomina espacio vectorial sobre el
cuerpo K de escalares, y se denota por Vi.
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Espacios Vectoriales Definicién

Espacios vectoriales

Operaciones necesarias para definir un espacio vectorial:

@ Operacién interna (suma):

+: VXY=V
(3,b)—~2C=3+b
dicha operacién debe cumplir las propiedades conmutativa, asociativa, de
elemento neutro 0 y elemento opuesto —3.

@ Operacién externa con respecto al cuerpo de escalares (producto con un
escalar):

KXV =Y
(o,3) — b=a3

dicha operacién debe cumplir las propiedades asociativa, existencia de
elemento neutro, distributiva respecto de la suma de escalares y distributiva
respecto de la suma de vectores.
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Espacios Vectoriales Definicién

Espacios vectoriales

@ Ya podemos intuir que dichas operaciones se pueden realizar con
funciones/sefiales, lo que nos permitira utilizar la estructura de
espacio vectorial, donde los espacios vectores seran funciones/sefiales.

x(n)|

i=f(x)63
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Espacios Vectoriales Operaciones en espacios vectoriales

Definiciones de interés en espacios vectoriales

Sobre un espacio vectorial se pueden definir diversas operaciones
adicionales:

@ Norma.
@ Distancia.

@ Producto escalar.

En general, asumiremos que el cuerpo de los escalares es el cuerpo de los
nimeros reales R o el de los nimeros complejos C.
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Espacios Vectoriales Operaciones en espacios vectoriales

Definiciones de interés en espacios vectoriales

Norma: permite medir el tamafio de los elementos del espacio vectorial.
HH Ve — R
i a=|3|
Esta operacién debe cumplir las siguientes propiedades:
o 3| >0y |3=0<3=0
° H5+ EH <&l + HEH (desigualdad triangular)

o |ad| = |al||d]], con a € K.

Al
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Espacios Vectoriales Operaciones en espacios vectoriales

Definiciones de interés en espacios vectoriales

Métrica: regla que nos permite medir “distancias” entre dos elementos.

Como consecuencia, nos permite diferenciar entre dos elementos del
conjunto.

d: VKXV;C—HR
(3,b) — o= d(3, b)

Esta operacién debe cumplir las siguientes propiedades:

o d(3,b)>0

o d(3,b)=d(b,3)

e d(3,3)=0
Es habitual definir la denominada métrica natural o métrica inducida por
la norma como:

d(3,b) = |a-b|

Al
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Espacios Vectoriales Operaciones en espacios vectoriales

Producto escalar - Definicién

@ Una posible operacién adicional, de especial interés, es el producto
escalar:

(,): VexVe—C
(3,5) > a=(3,b)
@ Esta operacién debe cumplir las siguientes propiedades:
o Linealidad por la izquierda: <a5+ b, E> =«a(3,c) +ﬁ<_’, 5>
o Linealidad conjugada por la derecha:
<3,35+75> — g <5, B> +y*(3,8)

— - *

o Hermiticidad: <§,b> = (b, 3>
E}

o Definida positiva: (3,

!
A\
<
—
ol
!
I
o
L
I
o
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Espacios Vectoriales Operaciones en espacios vectoriales

Producto escalar - Consideraciones

@ A partir del producto escalar, se puede construir una norma inducida
por el producto escalar:

1
3] = (&, 3)>
a menos que se especifique lo contrario, usaremos esta norma y su
distancia asociada.

@ Un espacio vectorial, dotado de producto escalar se denomina espacio
prehiltbert.

o Al escalar o« = <5, b> se le denomina proyeccion de 3 sobre b.

e “Mide cuanto” de g hay en b.
e Si dicha proyeccién es 0, se dice que los vectores son ortogonales, 3 | b.
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Espacios Vectoriales Combinaciones lineales

Combinaciones lineales

@ Definidas las operaciones de suma y producto con un escalar,
podemos definir el concepto de combinacién lineal.

M
{Gm}ty = Z amam=b e Vk
m=1
e Diremos que un conjunto de M vectores {3y, },, es linealmente
independiente si:

M
{@m} linealmente independientes = Z Qm3m =0 sii am=0VYm

m=1

es decir, un elemento no se puede expresar como una combinacién
lineal del resto.
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Espacios Vectoriales Combinaciones lineales

Independencia lineal

C=2
b
— c
Y =
b
Independencia lineal en R3 Dependencia lineal en R?

Jaime Laviada (Uniovi) Tema 2 24 /88



Espacios Vectoriales Bases

Bases de espacios vectoriales - |

@ Un conjunto de M vectores {€n,},, del espacio vectorial Vi es una
base del mismo si:
o Los vectores {€n},, son linealmente independientes.
e Cualquier elemento del espacio vectorial es una combinacién lineal de

la base
M

Vae Vi, H{amby t9. 3= amén

m=1
@ Se denomina dimension de un espacio vectorial al nimero de
elementos de la base:

o Inicialmente asumiremos que esta dimension es finita, y posteriomente
generalizaremos el concepto a espacios vectoriales de dimensién infinita.
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Espacios Vectoriales Bases

Bases de espacios vectoriales - |l

@ Si los elementos de la base {€xy},, son ortogonales, se dice que la
base es ortogonal.

o Si, ademés, ||én]| =1, se dice que la base es ortonormal, donde se ha
asumido la norma inducida por el producto escalar.
@ Si trabajamos con una base ortogonal, los coeficientes de cualquier
combinacién lineal (coordenadas) pueden calcularse como:

1

=2 (3 €m)
[

M
a= Z Omém, CON Oy =
m=1

@ A menos que se especifique lo contrario, de aqui en adelante se
asumira la norma inducida por el producto escalar.
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Espacios Vectoriales Bases

Espacios vectoriales de dimensién infinita

@ Si el nimero de elementos de la base es infinito, se dird que el espacio
vectorial es de dimensién infinita

@ En estos casos, si la base es numerable, se notara por {€,},, — {€n} y las
combinaciones lineales vendran dadas por:
o0
S o ~ I z
{€n} ortogonal — 3= E Am€m, CON a4 = ——— (3, €n)
P—— I&mII?

si bien la convergencia no estd garantizada (ver siguiente transparencia).

@ Si la base es no numerable, se pueden generalizar la mayor parte de
conceptos, aunque en estos casos ya no se podran representar combinaciones
lineales mediante series:

- - o I
{&} ortogonal — 3= CL [a¢é], con ag = —— (3,&),
2]
siendo CL un operador que represente de alguna forma la combinacion lineal
de todos los elementos de la base y £ algin tipo de indice sin definir.
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(SLElITAVEIGIEISIl  Teorema de la mejor aproximacion

El Teorema de la Mejor Aproximacion

@ Sea Vi un espacio de sefial, Wic un subespacio de Vi, y {€n} una base ortogonal
de Wic. La mejor aproximacién, en términos de la distancia inducida por la norma
natural, para 3 € V¢ como 3 = Zmamé‘m € Wy se obtienen sii:

1 .
= P o
m

@ Es importante observar que el coeficiente am no depende del resto de aip. De este
modo, estos coeficientes siguen siendo validos si se afiaden o quitan elementos de
la base {€mn}.

@ La prueba a este teorema se encuentra en los apéndices.

am

Vi Wi C Vi
a M =dim(Wk)
ap M
Wi a, = Z O €m, cON (yy, = W (@, em)
m=1

Minima distancia posible
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Espacios de sefal
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Espacios de sefal

Espacios de senales

@ Puesto que la suma de funciones se puede realizar elemento a elemento
b(7) = a1(7) 4+ a2(7) y el producto con un escalar cualquiera también
b(7) = aa(r), se pueden formar también espacios vectoriales mediante
conjuntos de funciones.

3= a(r)

@ Dichos espacios, denominados espacios de sefales, podran ser extendidos
con productos escalares, normas y distancias.

Espacio vectorial Espacio de senales
Vi Vi
7. ad d(t) a(r
d. b, * — < b(7) @
¢, o e(7)
é e(r)

30/88
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Espacios de sefal Bases y combinaciones lineales

Combinaciones lineales en espacios de sefiales

@ Se pueden diferenciar tres casos de combinaciones lineales en funcién de la

naturaleza del espacio de sefal.

Dimensién finita Dimensién infinbilta y base Dimensién infinitbaI y base no
{em(7)}m ortogonal {em(7)} ortogonal {ec(7)} = {e(7;&)} ortogonal
M o
a(t)= amem(T T)= |« 7;€)d
a(r) = ;amemm (7) m;w mem(7) a(7) {E (§)e(ri)de
Qam = m (a(t),em(1)) om= m (a(T), em(T)) a(§) = EEnIE (a(7),e(7:8))

@ Adn nos faltaria definir el producto escalar.
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Espacios de sefal Ejemplos

Ejemplos de espacios de senal - |

Series de Taylor como funciones base

Sabemos que cualquier funcién f(x) € C*° se puede expandir como:

f(x) = f(0)+f'(0)x + f/;(!o)x2 + f’”(o Z amx™

Por tanto, los monomios x™ forman una base ya que es trivial comprobar que son
linealmente independientes

v

Al
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Espacios de sefal Ejemplos

Ejemplos de espacios de senal - |l

Polinomios de Chebyshev
Los polinomios de Chebyshev de primera especie se definen como:
Th(x) = cos(narccosx)

Es posible demostrar que estos polinomios son una base ortonormal que

permite expandir cualquier funcién continua y derivable a trozos, definida
en el intervalo [-1,1].

f(x)= i an Th(x)
n=0

@ En esta asignatura definiremos tipicamente los espacios de senales, y
su algebra correspondiente, en funcién de si son de variable continua
o discreta y de si las sefiales son periddicas o no.

1
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Espacios de sefial Ejemplos

Ejemplos de espacios de senal - |ll

Ejercicio

Calcule una base para las sefiales de variable discreta definidas en el
intervalo —3<n<3

i Cual es la dimension del espacio?

Al
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Espacios de sefial Espacios de sefial de interés

Senales aperiddicas de variable continua

@ En esta asignatura nos centraremos en 4 espacios de senal, cada uno de ellos
con su propio algebra.

@ Seifiales, en general complejas, aperiddicas de variable continua definidas en
el intervalo (—o0,00)

@ Se denotan por S(—o0,00) o S(R) vy, por tanto, la variable independiente es
real.

@ Producto escalar:

Al
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Espacios de sefial Espacios de sefial de interés

Senales periddicas de VC - |

@ El segundo espacio de sefial de interés lo forman las senales periddicas de
variable continua.

Definicion de senal periédica de VC

Una senal de variable continua es periédica cuando sus caracteristicas se repiten
de forma continuada cada cierto valor de la variable independiente.

Al menor de dichos valores de repeticion se le denomina periodo fundamental vy,
en VC, se denotara por Xp.

fo(x + Xo) = fo(x), ¥x con Xo € RT

Notese que una sefial de periodo Xy también serd una sefial de periodo mXp, con
Vm e N~ {0}.
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Espacios de sefial Espacios de sefial de interés

Senales periddicas de VC - [l

Ejercicio
Compruebe la validez de las operaciones internas y externas:

Q go(x) =fo1(x)+fo2(x), con fo1(x),f2(x) de periodo Xo
Q@ go(x) = afy(x), con fy(x) de periodo Xgy a € C

A este espacio vectorial se le designara por P(Xp).

Al
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222 S Al
Senales periddicas de VC - llI

Ejercicio
Dada una sefial fp.1(x) de periodo Xp 1 y otra fy o(x) de periodo Xp »:
@ ;Bajo que condiciones la sefial go(x) = fp 1(x) + fo,2(x) sera periédica?

@ Si los periodos fundamentales de las sefiales anteriores son Xg1 = mXp y
Xo2 = nXp, con Xop € R y m,n € N*;Cuél sera el periodo fundamental gp?
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222 S Al
Senales periddicas de VC - llI

Ejercicio
Dada una sefial fp.1(x) de periodo Xp 1 y otra fy o(x) de periodo Xp »:
@ ;Bajo que condiciones la sefial go(x) = fp 1(x) + fo,2(x) sera periédica?

@ Si los periodos fundamentales de las sefiales anteriores son Xg1 = mXp y
Xo2 = nXp, con Xop € R y m,n € N*;Cuél sera el periodo fundamental gp?

Solucién

La sefial fy 1(x) tendrd periodo Xp 1 pero también 2Xp 1, 3Xp 1, etc. Del mismo
modo, la sefial fy 2(x) tendra periodo Xp 2, 2Xp.2, 3Xp,2, etc.

por tanto, deben existir p,q € N tales que pXp 1 = gXp 2.

Esta condicién es equivalente a pedir que la relacién entre periodos sea un
niimero racuonal 6 Q

En el apartado 2, eI perlodo fundamental de la sefial suma serd m.c.m(m, n) Xy
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222 S Al
Senales periddicas de VC - |V

fo,1 = sin(mz)
2 2 2

AWAN

VvV V U~

fo,2 = sin(3 )
3 3

/\

go(x) =6f0,1(l’) + fo.2()

Jaime Laviada (Uniovi)
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222 S Al
Senales periddicas de VC - V

@ De este modo, el segundo espacio de sefal de interés lo forman las
senales periddicas de variable continua, con periodo Xp.
@ Se denotan por P(Xp) y estan definidas en todo el eje real (—o0,00) .
e Producto escalar:

(o). g0(x)) = /< s ()

o Nétese que P(Xp) C P(mXp), con Vm e N~ {0}.
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Espacios de sefial Espacios de sefial de interés

Senales aperiddicas de VD

@ Se definen de manera similar a las aperiédicas de variable continua.

@ Se denotan por D(Z) o D(—o00,00) y estan definidas en todo el eje
real (—oo0,00
e Producto escalar:
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Espacios de sefial Espacios de sefial de interés

Senales periddicas de VD - |

@ Se definen de manera similar a las periddicas de variable continua.

o Su estudio en profundidad se aplaza a temas posteriores.

Definicion de sefal peridédica de VD

Una senal de es peridédica cuando sus caracteristicas se repiten con repiten de
forma continuada cada cierto valor de la variable independiente.
Al menor de dichos valores de repeticion se le denomina periodo fundamental vy,

en VD, se denotard por Ny.
xo(n+ No) = xo(n), Vn con Ny € N~ {0}

Nétese que una seial de periodo Ny también serd una senal de periodo mXp, con
Vm e N\ {0}.

Jaime Laviada (Uniovi) Tema 2 42/88



222 S Al
Senales periddicas de VD - Il

@ El espacio de sefiales de VD periddicas se denotard por D(Np).
@ Se definen de manera similar a las periddicas de variable continua.

@ En este caso, el producto escalar que se utilizara sera:

{xo(n),yo(m)) = > xo(n)ys (n)

n=(No)

@ Nétese que, nuevamente, D(Np) C D(mNp), con Ym € N~ {0}.

Al
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Espacios de sefial Espacios de sefial de interés

Cuadro resumen de espacios de sefal

Variable continua

(fo(), go(x

Variable Discreta

y(ﬂ)) =20 o)y (n)

T

lla()II* = (a(r),a(r))
d(a(r),b(r)) = [la(r) = b(7)]|

«ﬂxa Jo(z)g (z)dx (

20(n); yo(1)) = 2= (ny) Zo(n)y5(n)

Jaime Laviada (Uniovi)
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Espacios de sefial Espacios de sefial de interés

Distancia entre sefales - Ejemplo

Ejercicio
Represente graficamente las siguientes sefiales y calcule la distancia entre
ellas:

2 x=0

f(x)=sinx g(x)=1 .
sinx en cualquier otro caso

Solucion

La distancia entre dos sefiales que son iguales “en casi todas partes”
(conjunto de medida cero, tipicamente un conjunto de puntos aislados) es
cero. Sin embargo, no son iguales a pesar de tener una distancia nula entre
ellas.
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Otras clasificaciones de sefiales

Indice

@ Otras clasificaciones de sefiales
@ Sefiales a derechas e izquierdas
@ Sefiales reales/imaginarias
@ Sefales pares/impares
@ Sefiales hermiticas/antihermiticas
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Otras clasificaciones de sefiales

Otras clasificaciones de senales

@ Ademas de las clasificaciones vistas al principio del capitulo, existen
otras muchas de especial importancia.
o Sefiales a derechas, a izquierdas, de longitud finita y de longitud
infinita.
o Sefiales reales e imaginarias.
o Sefiales pares e impares
o Sefiales hermiticas y antihermiticas
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Otras clasificaciones de sefiales Sefiales a derechas e izquierdas

Clasificaciones de senales seglin su dominio

@ En funcién del dominio de definicion, se pueden establecer las
siguientes clasificaciones:
Sefiales finitas: son las definidas en un cierto intervalo continuo [a, b]
o discreto [Ny, Ny].
Sefales a derechas: definidas en el intervalo continuo [a,00) o
discreto [Ny, 00).
Sefiales a izquierdas: definidas en el intervalo continuo (oo, b] o
discreto (oo, Np].
Sefiales indefinidas: definidas en todo R o Z.
@ Notese que los tres dltimos tipos son de extensién infinita.

@ Las definiciones anteriores se aplican con el mismo criterio usando
como criterio el soporte de la funcién en lugar de su dominio de
definicion.
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3 Sefiales a derechas e izquierdas

Clasificaciones de senales seglin su dominio

Finitas A derechas A izquierdas Indefinidas
Sla, b] Sla, 00) ) o P(Xo)
!A'/W ﬁ/\]F/\ J\ |/\ J\ /I\N
D[Ny, Ny] D[Ny, 00) D(—o00, N3] D(Z) o D(Ny)

z(n) z(n)

Q | |Z(n) z(n)
- NTTJIM. 1] 1 T|T 1 ey ' e

L T ) e o SRS CIRN T SP

b

Jaime Laviada (Uniovi)
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[O)TELNC PRI G LU EISCIl  Sefiales reales/imaginarias

Senales reales e imaginarias

Sefial real: una sefial a,(7) es real si cumple la igualdad a,(7) = a;(7). En
estas sefales, la parte imaginaria es cero.

Sefial imaginaria: una sefial a;(7) es imaginaria si cumple la igualdad
aj(t) = —a*(7). En estas sefales, la parte real es cero.

Toda sefial a(7) puede descomponerse como suma de una sefial real y una
imaginaria:

a(r) —a*(7)]

(ver demostracién en el Apéndice E.1 del libro de Emilio)

e | ) =R+ ()
a(r) = ar(r) + ,(H{ o }

10
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[OJIEENCEE TSI NN SN  Sefiales pares/impares

Senales pares e impares

Sefial par: una sefial a.(7) es par si cumple la igualdad a¢(7) = ae(—7).
@ Tienen pues simetria respecto al eje de ordenadas.

Sefial impar: una sefial a,(7) es impar si cumple la igualdad
ao(7) = —ao(—7).
@ Tienen pues antisimetria respecto al eje de ordenadas

Toda sefial a(7) puede descomponerse como suma de una sefial par e
impar:

= delT do\T (T)
a(r) = ae(r) + 2ol H{ yin

I\)M—Il\)h—l

[a(7) +a(~7)] }
[a(7) — a(~7)]

(ver demostracién en el Apéndice E.1 del libro de Emilio)
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Otras clasificaciones de sefiales Sefiales pares/impares

Senales pares e impares

Ejemplo de sefial real descompuesta en parte par e impar.

R{F () T S{1(x)
|

R{fe(x)}

8y

8y

Jaime Laviada (Uniovi) Tema 2
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Otras clasificaciones de sefiales Sefiales pares/impares

Senales pares e impares

Ejemplo de seiial compleja descompuesta en parte par e impar.

T R{f(zx)} T 3{f(2)}
FaN NI /N, oA A A
— VI — 7 T VTn
R{f.(x)} S{fe(x)}

Al
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[OJIEENCEE TSI NN SN  Sefiales pares/impares

Senales pares e impares

Ejercicio
Demuestre que para una seiial de variable continua, derivable y par, se
cumple que f'(0) =0.

Ejercicio
Demuestre que para una sefnal de variable continua e impar, se cumple que
f(0)=0.
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Otras clasificaciones de sefiales Sefiales pares/impares

Senales pares e impares

Ejercicio
Calcule y dibuje la parte par e impar de la sefial de variable discreta:

1 n>0
x(n):{0

n<0

Al

Jaime Laviada (Uniovi) Tema 2 55/88



(OTELNGERIEIIN NG SEELEISCIl  Sefiales hermiticas/antihermiticas

Senales hermiticas y antihermiticas

Sefiales hermitica: una sefial a,(7) es hermitica si ap(7) = aj(—7).

o Consecuentemente su parte real es par y su parte imaginaria es
impar.

Sefiales antihermitica: una sefial a,4(7) es antihermitica si
azn(T) = —ai,(—7).
o Consecuentemente su parte real es impar y su parte imaginaria es
par.

Toda sefial a(7) puede descomponerse como suma de una sefial hermitica
y antihermitica:

a(7) = an(7) + aan(7) — { (1) = %l[a(T) totl }
2

(ver demostracion en el Apéndice E.1 del libro de Emilio)

10
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(OTELNGERIEIIN NG SEELEISCIl  Sefiales hermiticas/antihermiticas

Sefales hermiticas y antihermiticas

Descomposicion de una seiial compleja en sus partes hermitica y
antihermitica.

R{f(x)} S{f(x)}
/ ™\ /\T I~ /\T /.

AR{fn(2)} To{fh
™\ N\ 5 /N N\ /s
4 N_ \E / ’ N E
AR fan ()} T S{ fan(z
> N\ /. >
T ’ N— T
Jaime Laviada (Uniovi) Tema 2
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(OTELNGERIEIIN NG SEELEISCIl  Sefiales hermiticas/antihermiticas

Senales hermiticas y antihermiticas

Ejercicio
Demuestre que si se considera una sefial hermitica a, (7), entonces su
moédulo |a,(7)| es una seiial par y su fase ¢, (7) es una seiial impar.

v

Ejercicio

Demuestre que si se considera una sefial antihermitica a,, (7), entonces
su médulo |a,,(7)| es una seiial par y su fase ¢, (7) cumple la
siguiente propiedad:

2 (T) = £ = Pa,, (= T7)-
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(OTELNGERIEIIN NG SEELEISCIl  Sefiales hermiticas/antihermiticas

Senales hermiticas y antihermiticas

Médulo y fase (desenrollada) de las sefiales hermitica y antihermitica del
ejemplo anterior.

Alfn(2)] ffuz)
VN Y

5

‘fah('r)|

sy

Al
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(OTELNGERIEIIN NG SEELEISCIl  Sefiales hermiticas/antihermiticas

Sefales hermiticas y antihermiticas

Ejercicio
Compruebe que para una senal antihermitica, sélo existen dos posibles
valores para ¢,4(0). i Cudles son dichos valores?
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Pardmetros de interés de una sefial

Indice

© Parametros de interés de una sefial
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Pardmetros de interés de una sefial

Parametros de interés de una senal

@ Ademas del periodo de una seiial, existen otra serie de parametros
que son de importancia. Entre ellos:

Valor medio, (a(7))

Potencia instantanea p,(7) = P[a(7)]

Energia, E[a(7)]

Potencia media, (P[a(7)])
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Pardmetros de interés de una sefial

Valor medio de una senal

Variable continua Variable Discreta
b

£ S(a,b) (@)= [ S DIN1, Ny Lo
é (z(n)) = Ny— N +1 n:ZNl x(n)
S ") o)
2 o RERE
(¢) a ’ T Ny Ny n
~ [ ey

S(R) b—»oo 2b/ flz D(Z) (z(n)) = hm N+1 _2: z(n)

—-N

Longitud infinita
i
|
8
ST
|
8
Ve

Al
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Pardmetros de interés de una sefial

Valor medio de una senal

@ En el caso de sefales periddicas y, por tanto, de duracién infinita, la

definicién anterior sigue siendo valida pero se puede simplificar ya que
es sencillo demostrar que:

1
(606) = im oy [ 60 = [, B

{(xo(n))

) 1 N 1
EASTE PR PN
n=— (No)

@ También es trivial demostrar que para sefiales complejas:

(a(r)) = R{(a(r))} +j3{{a(r))} €C

1150

Jaime Laviada (Uniovi) Tema 2 64 /88



Pardmetros de interés de una sefial

Valor medio de una senal

Variable continua Variable Discreta
8 (P(X 2)) = 1 2)dz zo(n)) = 1 zo(n
g (Xo) ey =5 [ atore D(Wo) (o)) =y, 3w
‘: To(ln
S fo(fl?) 0( ) <I0(n)>
'g /\’\ /\ . (fo(z)) y
= P A A W TI ITT ITT IT
8’ VA VARVAVA VAR BV n
S /\ fo(z)dz XO NO

Al
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Pardmetros de interés de una sefial

Valor medio de una senal

Ejercicio

Calcule el valor medio de la siguiente sefal compleja:

f(x) = |sin(2mx)| +j|cos(4mx)|
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Pardmetros de interés de una sefial

Potencia y energia de una sefial -VC

@ La mayoria de sistemas fisicos responden a la energia de la sefial més que a
su forma de onda.

@ La potencia es la energia por unidad de tiempo.

@ En el caso de variable continua:

Magnitud Longitud finita Longitud infinita
Potenci *
o PIF] = [F(0)F = F(x)F*(x)
b 00
Energia E[f(x)] :/ P[f(x)] dx E[f(x)] :/ P[f(x)] dx
, : B—
P;t:;‘i‘;'a PIF(X)]) = —— / P[f())dx  (PIF(x)])= lim % P[f(x)] dx

10
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Pardmetros de interés de una sefial

Potencia y energia de una sefal - VD

@ En el caso de variable discreta, la formulacién es anéloga:

Magnitud Longitud finita Longitud infinita
Potencia . 2 *
potendia P [x(m)] = [x()* = x(n)x*(n)
N2 (o]
Energia Elx(m] =Y Plx(n)] Elx(m]= > P[x(n)]
n=N; n=—oo

otencia P[x P[x
Pmtedia Plloh = N nZNl [ (Plx(m]) = 2N+1 Z P [x(n)]
N=N;—N;+1

Al
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Pardmetros de interés de una sefial

Potencia y energia de senales periédicas

@ De manera analoga a lo que ocurria antes, las expresiones para la potencia
media se pueden simplificar para el caso de sefiales periddicas:

PH()]) = Xio /(X TP ax || Pl Z Ix(n

@ Segin las definiciones anteriores, una sefial peridédica tendrd una energia
infinita.

e Se puede no obstante definir la energia por periodo:

Eolfo(x)] = /<X>|f(x>|2dx Eobo(m)] = 3 Ix(n)?

(No)

@ Nota: Esta definicién es diferente a la que viene en las tablas y el libro de
Emilio.
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Pardmetros de interés de una sefial

Potencia y energia de senales periédicas

£ Sl e

e

yo — N

S Sf(z)
>

g —

9 a \\/1
:g P(Xo) Rfo(x)

S M m m
g Sfo(z)
>

s U

~l Xo

Jaime Laviada (Uniovi)

Variable continua

P(f(2)] = |f(@)] = [Rf(2)]* + |Sf(2)]?
P[f(x)]
_/ \

a

T

[

Elf(x) = [ |f(z)]?dz
P[f(2)] = [fo(2)]* = [Rfo(x
P(fo(x)]

WL

N 1 |

2+ 1S o)

— | S

Eolfo(a)] = /(A\v O

Tema 2

Al
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Operaciones basicas con sefiales

Indice

@ Operaciones basicas con sefiales
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Operaciones basicas con sefiales

Operaciones basicas con senales

@ Como hemos visto, las operaciones se suma y producto se realizan de la
manera usual, es decir, punto a punto:

s() = a(r) +b(r) p(r) = a(7)b(7)

@ Por otro lado, la operacién de producto con un escalar también se realiza
punto a punto:

b(7) = Aa(7) con A= |Ale/#A
@ Esta operacién se analiza mejor en médulo y fase:
Ib(7)| = |Alla(T)]  ¢b(T) = pa(T) +¥a

por tanto, la sefial serd amplificada (|A| > 1) o atenuada (|A| < 1) ademas
de rotada en el plano complejo.

Al
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Operaciones basicas con sefiales

Producto con un escalar

f(z) =€ con0<az<in

Rf(x) |f(z)]

g

3

8

roleet

3

8
AN
53

,_.
olw
3

)
IS
[Nl
)
8

73/88
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Operaciones basicas con sefiales

Producto con un escalar

g(x)=Af(z) con0<z < 3m, A=1+j=2el1

Rf(x /@)
(@) 5

N/ T :
N4

o
;

3. X 3_ T
T 5T

N

"o
o5

roleo
=13 N

73/88
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Operaciones basicas con sefiales

Producto con un escalar

g(z) = Af(z) con0 <z < 3m, A= ‘/Ti(l —j)=1teI%
Rf(x) |f ()]

@
3
8
[ ][V
3
8

D

—
vlw
3

(é-
3

8
|

e

oot
3

8
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Operaciones basicas con sefiales

Desplazamiento

@ Desplazamientos:
a(t) — b(7) = a(T — 10)

f(z) flz—1) flz+1)

‘2’1|01234x‘2‘1I01234x‘2'1|01234m
Desplazamiento a la derecha (retraso) Desplazamiento a la izquierda (adelanto)
@ Si la variable independiente es el tiempo x = t, los desplazamientos a

la derecha (tp > 0) se corresponden con retrasos y los
desplazamientos a la izquierda (ty < 0) con adelantamientos.

‘ tp > 0= retraso‘ ‘ top < 0 = adelanto
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Operaciones basicas con sefiales

Abatimientos

@ Los abatimientos o reflexiones son operaciones de simetria con
respecto al eje de ordenadas:

a(t) — b(r) = a(—71)

Af(z) A (=)
2 [0 1T 2 B 4. 2 a0 T 2 3 4.

@ En VD, la operacién es idéntica.

Al

Jaime Laviada (Uniovi) Tema 2 75/88



Operaciones basicas con sefiales

Cambios de escala

@ Escalado de la variable independiente
o Aplazaremos el estudio de VD hasta el Tema 8.

@ Para el caso de un escalado positivo:

> 1 C .y
F(x) —+ g(x) = f(ax),a> 0= ¢ 7 ompresion
a<1 Expansién

f(z) f(22) (%)

@ Es también posible que a < 0, en este caso, |la operacién es idéntica
pero combinada con una reflexion.

Al
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Operaciones combinadas

@ Todas las operaciones anteriores pueden combinarse dando lugar a
transformaciones de la variable independiente del tipo:

b(7) = a(aT — 1)

@ Se sugiere el siguiente orden:

© Reflexion
@ Desplazamiento
@ Escalado

@ El caso de VD se estudiard en temas posteriores.

Al
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Operaciones basicas con sefiales

Operaciones combinadas

\ f(a:) 1° Reflexion kf(—;p)
3 2 A [0 1 2 3 4. 3 2 4 [0 1 2 ot
2° Desplazamiento \f(2 — ) 3° Escalado \f(2 - %
3 2 4 [0 1 2 3 4. 3 2 4 [0 12 s
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Operaciones basicas con sefiales

Operaciones combinadas

@ Recordemos que se ha aplazado para un estudio posterior:
o Estudio de sefiales de variable discreta periddicas.
o Operaciones basicas con sefiales de variable discreta, en particular, el
escalado de la variable independiente n.

Jaime Laviada (Uniovi) Tema 2 79/88



Indice
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Apéndices



Demostracién del teorema de la mejor aproximacién - |

Consideremos la aproximacién dada por a(7) =), amem(7), donde {en(7)} es
una base ortogonal. De este modo, la distancia (al cuadrado) seré:

R Af\)12 A

E? =d?(a(r),3(r)) = ||a(r) — ()" = (a(7) = 3(7), a(7) - &(7)) =
2 2 R A
[a(TII" + l[a(T)II” = (a(r), a(r)) = (a(7), a(7)) =
7)|I? +Z|am| lem(T)II? —Za?;( (), em(7)) = _ m (em(7), a(r))
m

Para encontrar el valor éptimo de oy = aym + jaim, las dos siguientes ecuaciones

deben resolverse de manera simultanea:

OE? 0 OE?
Oarm B Oaijm

=0

(cont.)

Al
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Demostracién del teorema de la mejor aproximacion - Il

: 2
Teniendo en cuenta que |am|” = a2, +a2

Darm 20 || em(T)|1* = (a(7), em(T)) — (em(T), a(7)) =
= 20m |lem(T) |12 = 2R (a(7), em(7)) =0
OE? 5 . )
daim 20im ||em(T)I|” +j(a(T), em(T)) —j (em(T),a(T)) =

= 20 |lem(7)|I> = 25 (a(7), em(T)) =0
y, consecuentemente,

1 1
am=————=R(a(7), em(T aim = ——={(a(7), em(T
fentr? TR fen(r > 2 emT)
de este modo,
1
am=————=/(a(71),em(T c.q.d. .
||em(T)H2< (7),em(7)) |(c.a.d.) =

Jaime Laviada (Uniovi) Tema 2
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Espacios de senales aperiddicas de variable continua

A lo largo de la asignatura habra varios espacios de sefal que jugaran
un papel clave en la definicién de ciertas transformaciones y
operaciones.

El espacio méas genérico serd S(R) que incluye a todas las funciones
de variable continua con soporte en R.

LP(R) es el espacio de sefial de las funciones con soporte en Ry

norma-p finita:
1

179l = (/ IFeax)”

f(x) € LP(R) <= [[f(x)||, < 400

Un caso relevante es la norma-oo:

(X))o = pli>moon(X)H°° =inf{C>0:[f(x)| < C, para casi todo x}
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Espacios de senales aperiddicas de variable continua

@ Dos espacios de sefial de particular interés son el espacio de las
sefiales absolutamente integrables L' (R) y el espacio de las sefiales
cuadrado integrables L2 (R)

(x)eLl(Ry:»/ F(x)] dx < +o0
f(x) € L2(R) <:>/ x)|? dx < +o0

o Es importante observar que ni L' (R) es un subespacio de L?(R) ni
L?(R) es un subespacio de L*(R).

Jaime Laviada (Uniovi) Tema 2
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Espacios de senales periddicas de variable continua

Dentro de los espacios de sefial de variable continua, seran de especial
interés los espacios de sefales periddicas, con periodo Xy como

Lp (XO)-

En este caso, también se definen espacios de sefiales de periodo Xy
absolutamente integrables:

L,l, (Xo)= {fb :R — C tal que fy tiene periodo Xp y /

Xo

>|f(x)|dx < —l—oo}.

Y también se define, también se definen espacios de sefiales de
periodo Xy cuadrado integrables:

Xo

L,Z,(Xo): {fb : R — C tal que fy tiene periodo Xp y / () dx < —i—oo}.
)

En este caso, puesto que el estudio se reduce a un dominio acotado
2 1 ey
Lp (Xo) - LP (Xo)
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Espacios de senales de variable continua de interés para
distribuciones

@ Cuando se realice el estudio de distribuciones, sera de interés ciertos
subespacios de L! (R).
@ El espacio de funciones de Schwarz .Z (R) esta formado por las
funciones f : R — C que:
e Son infinitamente diferenciables, es decir, pertenecen a C*° (R)
o Ella y todas sus derivadas son de rapido decrecimiento.
@ Una funcién f : R — C es de rdpido decrecimiento si decae mas
rapido que cualquier polinomio:
lim |xPf(x)|=0,VpeN
[x|—00
o El espacio de funciones de test Z(R) incluye todas las funciones
infinitamente diferenciables que se desvanecen fuera de un intervalo
acotado.

2(R)={p:R—C|pe C*(R), soporte(y) estd acotado}

AT o ST

PO
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Espacios de senales aperiddicas de variable discreta

@ En el caso de variable discreta, existen espacios de sefiales analogos a
los anteriores.

@ En particular se definen los espacios de sefiales de funciones
absolutamente sumables y cuadrado integrables como:

oo
MZ) = {x :Z— C tal que x, Y |x(n)| < +oo},
n—=——oo
oo
?(7) = {x : Z — C tal que x, Z Ix(n)|? < —1—00}.
n=—oo
@ En la mayoria de textos, se asume que una funcién de variable
discreta est4 acotada por lo que ¢?(Z) C ¢*(Z).
@ También se pueden definir el espacios de funciones periddicas,
lp (X0):

o Puesto que el intervalo es de duracién finita y la secuencia es acotada,
cualquier suma de médulo, cuadrado u otra potencia siempre
convergera.
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