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Quimica Fisica II. Curso 2009-2010. SERIE L04.
METODOS APROXIMADOS Y ATOMOS BIELECTRONICOS

Utiliza las funciones siguientes para obtener el mejor valor aproximado de la energia en el estado
fundamental del oscilador arménico 1D: (a) @1 = (1 + c€2)e ¢, v (b) @y = e P, donde ¢ y p
son parametros variacionales. Determina la calidad del resultado comparando energia y funcién de
onda con las de la solucién exacta.

Considera el problema de una particula en una caja monodimensional de longitud a. Si utilizamos la
siguiente funcién variacional de prueba normalizada: p(z) = y/3/a3 x para z € [0, a], encontramos
que la energia de la funcion variacional es nula y, por lo tanto, menor que la verdadera energia
del estado fundamental. Analiza y discute este fenémeno.

Utiliza, para el mismo problema anterior, la funcién variacional ¢(x) = N sin®(7z/a).

Suponer que la funcién variacional de prueba es ortogonal al verdadero estado fundamental del
sistema. Demostrar que, en este caso, la integral variacional cumple W = (®|H|®) / (®|D) > Ej,
donde FEj es la energia del primer estado excitado del sistema.

Encuentra los valores y vectores propios de las matrices siguientes:

2 -1 1
B [ 32 B (75 (1 i
H=1|-1 2 -1 yﬂ_<_2i O)coné—;,yg—<5 7) coné—(l/2 1).
1 -1 2
Dado un operador hermitico, AT = A, y una base de funciones bien comportadas, {|¢1), ..., [on)},

construye la matriz de A en esta base y demuestra que se trata de una matriz hermitica.

Para el sistema de la particula en una caja unidimensional de limites x € [0,a] y paredes de
potencial infinitas, se pretende evaluar la calidad variacional de las siguientes bases, usadas para
realizar un célculo variacional lineal: (i) base A={¢,}, (ii) base B={¢1, ¢}, (iii) base C={¢1, ¢3},

(iv) base D={¢0, ¢3} y (v) base E={¢1, ¢s, d3}; siendo ¢y = x(a — x), y = 2%(a — 1)’ y ¢3 =
r(a — z)(5 — z). Ordena las bases segiin proporcionen una mejor aproximacion a la energia del

estado fundamental.

(La particula en una botella de cava:) Sea una particula de masa m sometida a un potencial de
la forma siguiente: V(z) = Asen(nz/a) si x € [0,a] y V(z) — oo si 2 < 0 0 > a. Determina la
solucion aproximada a los primeros estados de este problema utilizando el método de variaciones
lineal. Emplea como funciones de base las soluciones del problema de la particula en la caja 1D:

n) = ¥n(z) = v/2/a sen(nrz/a).

Generaliza el problema anterior si el potencial es de la forma V(z) = Asen(knz/a), siendo k un
numero entero.

Determina las correcciones a primer orden a la energia y la funcion del estado fundamental de la
particula en una caja 1D sometida a una perturbacién de la forma V' (z) = Asen(mx/a).

La correccién de segundo orden a la energia en el método de perturbaciones viene dada por la
siguiente expresion
H?
2) — S LR
BY =) —o o
j

j#n Bn
donde Hj, = <1/;J(.O)\ﬁ ! \wﬁbo)) .Cuanto valdria el cociente Ef) / E§2) en el caso de un sistema que

tuviera tan sélo dos estados?

Considerar un sistema con dos niveles de energia, F, y Ej, sometido a una perturbaciéon que sélo
. iy i 0 0 o

introduce una correcciéon energética de segundo orden. Sea AE©®) = EIE ) EO 1a separacion
energética de los niveles sin perturbar, y AE = F, — E, la separacién tras aplicar la perturbacién.
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a) Encuentra una expresién que relacione AE con AE© y H', = (a|H'|b).

b) (Cudnto tiene que valer H', para que AE sea el doble que AE®?

Sea una particula de masa m sometida a un potencial V(z,y) = Asen(rz/a)sen(nwy/a) si x,y €
0,a] y V(z,y) — cosiz,y < 0ox,y > a. Considera este potencial como una perturbacién anadida
al hamiltoniano de la particula en una caja cuadrada, y utiliza la teoria de perturbaciones para
encontrar: (1) la correccién a primer orden de la energia y funcién de onda del estado fundamental
In, =1,n, = 1); (2) la correccién a primer orden de la energia y funcién de onda de los estados
I1,3) y |3, 1), degenerados en el problema no perturbado.

Considera una particula de masa m confinada en una caja x € [0,a] mediante un potencial de
paredes inifinitas. Realiza un cédlculo de variaciones lineal del estado fundamental utilizando como
base las funciones ¢; = x(a — z) y ¢ = z(a — x)?. Compara los resultados con la solucién exacta.

Sea una particula de masa m confinada en una caja ctibica de dimension a y paredes de potencial
infinito. Utiliza octave para construir una lista de los 50 primeros niveles de energia y calcula
la degeneracion para cada nivel. Con un muy poco mas de esfuerzo puedes lograr una lista de
todos los estados que componen cada uno de estos 50 primeros niveles. Supongamos que un campo
eléctrico actia sobre el sistema, agregando al hamiltoniano una pequena perturbaciéon de la forma

_ ok

H =
8ma?”’

iLcomo afecta esta perturbacion a los estados del primer nivel con degeneracion mayor que uno?
.Y alos del segundo nivel? ; Qué pasa con estos mismos niveles si la perturbacién es ahora de la
forma H' = (Voh?/8ma?)(x +y + 2)?

Considera una particula de masa m confinada en una caja x € [0, a] mediante un potencial de
paredes infinitas. Como otros muchos problemas unidimensionales, existen estados pares e impares
que se alternan sucesivamente y se distinguen porque el punto central de la caja carece de o
constituye un punto nodal, respectivamente. Una funcién de la forma

On(z) = Npya"(a—z)"
tiene las propiedades requeridas de una funcién par, mientras que
p(x) = Mpa™(¢/2—z)" (a—2x)"

se comporta como deben hacerlo las funciones impares. (a) Calcula la norma de ambas familias de
funciones. (b) Utiliza el método de variaciones lineal y las funciones ¢; y ¢, para obtener la energia
y funcién de onda aproximadas de dos de los estados del sistema. ;Cuales son estos dos estados?
(c) i Qué pasaria si empledsemos ¢; y ¥, en el apartado anterior? (d) Generaliza el tratamiento
del apartado (b) construyendo un pequeno cédigo OCTAVE que permita un nimero arbitrario de
funciones de base {1, ¢, @3, ...}. Examina como cambia la energia y funcién de onda aproximada
de los primeros estados comparadas con las soluciones exactas. (e) Repite el apartado anterior
empleando una base arbitraria de funciones {11, Vs, ¢3, ...}.

Escribe el hamiltoniano electrénico del atomo de He indicando el significado de cada término.
Utiliza unidades SI y unidades atémicas.

Sean |c, k) las funciones propias de los operadores compatibles de espin 8% y 5.: 8% |c, k) = c|c, k)
y S.lc, k) = klc, k). Y sean 5 y 5_ los operadores escalera definidos por s, = §, + 8, donde
i =L

= Comprueba que 33: = 5, de modo que estos operadores son conjugados el uno del otro.

» Calcula los conmutadores [51, 5] y [$,, $4].
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» Demuestra que $4 ¢, k) también es una funcién propia de S, y determina su valor propio.
A partir de aqui comprueba que $. |c¢, k) es un miltiplo de la funcién |c, k £+ h). Es decir:
S4 |e, k) = N4 |e, k£ h), donde N es una constante.

» Encuentra una expresion que relacione el producto 5,5_ y el §_3, con los operadores 8%y 3,.

» Sea |¢) = $4 |c, k). Teniendo en cuenta que (¢|¢) > 0 (;por qué?) demuestra que existe una
inecuacién que relaciona los valores de ¢ y k. A partir de esta inecuacién demuestra que k
esta acotado: kpin < k < kpax.

= Demuestra que $; |¢, knax) = 0y, equivalentemente, $_ |¢, kyin) = 0. Encuentra las relaciones
entre ¢, knin V Fmax @ que esto da lugar.

» La diferencia entre ky.x v kmin debe de ser un ntimero entero de veces h. | Por qué? A partir
de aqui y de las relaciones anteriores encuentra los valores posibles de ¢ y k. Si definimos
c = s(s+ 1)h? y k = m,h, encuentra los posibles valores de los ntimeros cuanticos s y m.

» Determina la constante N que ha aparecido en una ecuacién anterior si las funciones |c, k)
estan normalizadas.

» Completa, en términos de los nuevos nimeros cudnticos: sy |s,ms) = ....
» ;Forman las funciones de espin |s, mg) un conjunto completo ortonormalizado?

» Sea s = 1. Construye y diagonaliza las matrices de §*, 3., §,, §,, § vy $_. Discute el resultado
y repite el proceso para s =3/2y s = 2.

Comprueba que las funciones correspondientes al singlete y al triplete de espin de una pareja de
electrones son funciones propias del operador L, = ;1 + 1,5 asf como del operador de intercambio
entre electrones P12 Considera el caso de tres electrones. jPuedes construir las funciones propias
de Lz y de P12, P23, Yy P31

En el tratamiento perturbatlvo del &tomo de He, escribimos el Hamiltoniano como Ho+H 1, donde
HO h1 —i—hz y H, = 1= 7’12 Para la configuracién electrénica excitada 1s2s, considera como funciones
de orden cero las partes espaciales de los estados singlete (¢ (1,2) = \/5[15(1)23(2) +2s(1)1s(2)])
y triplete (1" (1,2) = %[13(1)23(2) —25(1)1s(2)]) que se obtuvieron a partir de las consideraciones
de antisimetria, donde 1s y 2s son los orbitales correspondientes al He™. Estima perturbativamente
la energia de ambos estados hasta orden 1, sabiendo que Jig, = (15(1)25(2)|r |15(1)25(2)) =
1772/81 v Kigs = {15(1)25(2)|r5]2s(1)1 (2)) = 16Z/729. Estima también la separacion entre
ambos niveles, F; — F;, cuyo valor experimental es 0.029 hartree.

JPor qué un determinante de Slater (detS) es una funcién que cumple el principio de Pauli?
Construye todos los detS posibles para las configuraciones 1s?, 1s2s, y 1s2p del dtomo de He.
Comprueba que estos detS son funciones propias de EZ = Zzl + ZZQ + ...y de 5’2 =81+ 80+ ...,
donde l;i y §,; son las componentes cartesianas z de los operadores de momento angular y de espin,
respectivamente, para el electron i-ésimo.

Escribe los 12 detS que aparecen en la configuracién 1s2p del He.

Utilizando orbitales monoelectronicos, ¢;, escribe las expresiones generales para las integrales de

Coulomb, J;;, y de cambio, Kj;.

Sea una pareja de electrones situados en una caja 1D de anchura a y con paredes de potencial
infinitas fuera de la misma. Construye una funciéon de onda que cumpla con el principio de Pauli
para el estado fundamental de este sistema. Si la repulsion electrostatica entre los electrones es
pequena, calcula la energia de orden cero y la correccion perturbativa de primer orden a la energia
del estado fundamental. Examina del mismo modo los primeros estados excitados. Repitelo para
un sistema formado por tres y cuatro electrones.

Considera una funcién de tipo Slater (STO):

Xnc (1) = Nper™ e <",



a) Normaliza el STO teniendo en cuenta que es una funcién estrictamente radial.

b) Calcula el solapamiento (Xn.c,|Xnyc,)-

)
)
¢) Calcula la energfa cinética radial y angular: (xn,c,| — 3V2 + l(é:;l) |Xnucy) -
)
)

d) Calcula la atraccion nuclear: (Xn.c,| — Z|Xnyc,)-

e) Considera la integral angular de tres arménicos esféricos (Y, m, (0, ©)|Yim|Yi,m,), que se anula
excepto cuando se cumplen las siguientes condiciones:
m —my +m+my =0,
= k+1,+ [, es par,
o |l =Bl <k < (lo+ ).

Determina qué integrales son diferentes de cero si I, = I, = 0, I, = l, = 1, ... Puedes
calcular estas integrales no nulas utilizando la expresién explicita de los armonicos esféricos
involucrados.

/) Haciendo uso del desarrollo de Laplace del operador *

[e8) +

-1
=) )
k=0

k k
47 re
m=—k

2k +1 Tl;Jrl

Yk*m<917 ¢1)Ykm<‘927 ¢2)

donde ro = min(ry,72) y r~ = méx(ry, r2), expresa las integrales de coulomb, .J;;, y cambio,
K;j, en términos de las integrales entre armonicos esféricos del apartado anterior y de las
integrales radiales R (a,b,¢,d) = (Xnaco (71)Xnpe, (72) |7 /75T Xnee (71) Xnge, (72)) . Calcula,
en particular, J(1s, 1s), J(1s,1¢"), y K(1s,1s").

26. Determina la energia del estado fundamental del &tomo de He en la aproximacion unrestricted de
Eckart, es decir, permitiendo que la funcién radial del espinorbital @ y [ esté descrita por una
funcion de Slater (STO) diferente.

Wéase, por ejemplo, Eyring, Walter y Kimball, Quantum Chemistry, pags. 369-371.



