Quimica Fisica II. Curso 2009-2010. SERIE L02.
PROBLEMAS DE UNA PARTICULA

1. La funcion de onda de una particula libre que se mueve en una dimensién con energia constante
es Up(z,t) = Yp(x)e ™ = Aek®e~“t donde w = E/hy k € R.

a) Dibuja las partes real e imaginaria de la onda |k) = ¥ (x).

b) ;Cuél es la forma funcional de [¥y|* o [1y]*?

c¢) Lalongitud de onda A se define como la distancia minima tal que ¥, (x+\) = ¢x(z). Encuentra
la relacién entre £y A.

d) Demuestra que la onda 1 (z) es funcién propia de p, y de H. Encuentra los valores propios
de ambos operadores.

e) Comprueba que ¥y (x) y 1¥_x(z) representan ondas de igual energia que viajan en sentidos
opuestos.

f) Normaliza |k) integrando la densidad de probabilidad en el recinto arbitrario 0 < z < a.

g) Normaliza |k) en el recinto [—a/2 < x < a/2] y compéralo con el resultado del apartado
anterior. Calcula a continuacién la integral de solapamiento (k|k’) entre dos ondas planas
normalizadas en este recinto.

h) Comprueba que si en el apartado anterior imponemos la condicién de contorno periddica
Yr(x + a) = Yr(x), el conjunto de ondas planas se convierte en un conjunto ortonormal.

2. Los estados permitidos de una particula de masa m encerrada en una caja 1D de lado a en la que
el potencial es nulo y que estd rodeada de un potencial infinito son 1, (z) = \/2/a sen(nmz/a).
Compara la probabilidad de que la particula esté en el recinto [0,45a < x < 0,55a] con la de que
esté en el de igual longitud [0,9a < x < a], paran =1y n = 10.

3. Sea f(x) = 391 (x) + 3o(z) + %lpg(l‘) la funcién que describe en el instante ¢ = ¢q el estado de
una particula de masa m encerrada en una caja de dimensién a. (Es f(x) un estado estacionario?
Normaliza f(x) si es necesario. Si se realiza una medicion singular de la energfa de la particula en
el instante t = t, jqué resultados son posibles y con qué probabilidades ocurren? Calcula el valor
medio de la energia en el instante ¢t = ¢y. Utiliza la ecuacién de Schrodinger para determinar la
evolucion temporal de esta funcion de estado y determina cémo cambia con el tiempo su energia
promedio.

4. Una particula macroscépica de masa 1 g se mueve con velocidad 1 cm/s en el interior de un recinto
de longitud 1 cm. Suponiendo la validez del modelo de la particula en la caja, determina el niimero
cuantico n que corresponde a este estado de la particula.

5. Para la particula en una caja 1D, determina la probabilidad de encontrar la particula en el recinto
9o — 0 < x < xy+ J, y examina el comportamiento de esta probabilidad cuando § se hace
arbitrariamente peque na. Compara este resultado con el que proporciona la fisica clasica y verifica
si se cumple el Principio de Correspondencia de Bohr.

6. Determina los valores de (x), (x?), (p.), (p?), Az y Ap, para el estado 1, (z) de una particula en
la caja 1D, y utilizalos para verificar que se cumple el principio de incertidumbre de Heisenberg.
Determina también los valores esperados de las energias cinética y potencial.

7. Para una particula en una caja cibica son degenerados todos los estados tales que n2 + nz + n?
sea igual a un mismo valor N. Determina el ntimero de estados degenerados que corresponden a
N :1,2,3,..,25 y representa este nimero en una grafica. Si g(/N) representa la degeneracién para
un N determinado, encuentra y representa también la funcion suma de estados definida por:

G(N) =3 g(h). 1)

Con la ayuda de un sencillo programa es facil extender este ejercicio hasta alcanzar N = 1000
6 N = 104
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Dibuja la funcién de onda y la densidad de probabilidad para los primeros estados de la particula
en una caja 1D, 2D y 3D.

Considera el estado fundamental de la particula en una caja cuadrada de lado a y paredes de
potencial infinitas. (a) Determina la probabilidad de encontrar a la particula en un recinto cuadrado
de longitud a/2, situado en el centro de la caja y con sus lados paralelos a los lados de la propia
caja. (b) ;Qué pasa si este recinto se desplaza hasta que uno de sus vértices coincide con el origen?
(c) Generalizalo para el interior de un recinto = € [zo, 1], ¥ € [yo,41]. (d) Generalizalo para un
recinto triangular delimitado por los vértices 7y = (29, yo), 1 Y To.

Utilizando el modelo FEMO (free electron model), los electrones 7 de la molécula de butadieno se
describen como particulas en una caja unidimensional de tamano 2dc—¢ + 2d¢_¢, siendo do—¢ =
1.35A y de_e = 1.54 A. Obtén la frecuencia de absorcién de la primera transicién = — w*
(experimentalmente: 4.61 x 10* cm™!).

Considera una particula de masa m encerrada en una caja cibica de arista a. Calcula los valores
esperados () y (p) si el sistema se encuentra en el estado fundamental.

Hay varias relaciones muy utiles a la hora de trabajar con los polinomios de Hermite, H,(&). Entre
ellas estd la féormula de Rodrigues,

v .
H,(€) = (1)t ¢ ¢
(€)= (e e,
la derivada de un polinomio,
H) =2nH, i,

la férmula de recurrencia entre polinomios,

H,1(§) = 26H,(§) — 2nH, 1 (§),

y la expresion explicita:
[n/2]
n!
Hn — -1 k 2 n—2k
() ;< TS TIC I

donde [z] representa la parte entera de z. Utiliza la férmula de Rodrigues para obtener la constante
de normalizacién de las soluciones del oscilador arménico: 1, (€) = N,e ¢/2H, (£). Demuestra,
asimismo, que las funciones 9,,(¢) forman un conjunto ortonormal.

Utiliza la férmula de Rodrigues para determinar los polinomios de Hermite con v = 0-4. Comprue-
ba que los polinomios con v = 2, 3, 4 satisfacen la relacién de recurrencia EH, 1 (§) = (v—1)H,_2(§)+
1H,(€). Demuestra la siguiente relacién de recurrencia: H, (&) = 26H,_1(£) — H,_,(£).

v

Repite el ejercicio 6 para el estado fundamental v = 0 del oscilador arménico 1D. Comprueba que
los valores esperados de la energia cinética y potencial coinciden, en este caso. Utiliza las formulas
de Rodrigues para generalizar el resultado a un estado arbitrario v.

Determina los valores promedio de las energias cinética y potencial para el estado fundamental del
oscilador armonico unidimensional. Comprueba que (1) = (V') en este caso.

La probabilidad de hallar un oscilador arménico clasico en un punto intermedio de su recorrido
se puede considerar que es inversamente proporcional a la velocidad del oscilador en ese punto:
Puas(x) ~ 1/v(z). Partiendo de: z(t) = Asen(wt), y E = 1kA? donde A es la amplitud, demuestra

que
1
Pclas (SL’) =

2E _ 2
T % — T
Compara este comportamiento con las densidades de probabilidad mecanocuanticas y determina
si se cumple el Principio de Correspondencia.
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El operador de inversién ¢ convierte cada punto del espacio 3D en su opuesto: if (x,y,2) =
f(=x,—y, —2), donde f(7) es una funcién cualquiera. Determina los valores propios de este opera-
dor y establece las caracteristicas de sus funciones propias. En el caso de la particula en una caja
cubica o del oscilador armoénico isétropo 3D, comprueba que el operador de Hamilton conmuta con
el operador de inversion, y que las funciones de onda estacionarias y separables de ambos sistemas
también son funciones propias de la inversion.

Considera un oscilador arménico isétropo 3D, cuyo potencial es V(x,y, z) = %k(mZ +y? + 2%).

a) Emplea la técnica de separacién de variables para obtener sus funciones de estado y energias
estacionarias a partir de las correspondientes al problema 1D.

b) Escribe las funciones de onda y energias de todos los estados correspondientes a los tres
primeros niveles de energia.

c¢) Escribe el hamiltoniano en coordenadas esféricas, y comprueba que éste es un problema de
campo central. Por tanto, se pueden encontrar funciones propias de H, (? y [, simultdnea-
mente.

d) Comprueba que las funciones del segundo apartado no son todas ellas propias de 2 y L.
Explicalo.

Encuentra las funciones y valores propios del hamiltoniano H para un sistema unidimensional con
V(x) = o0 parax <0y V(x) = ka?/2 para z > 0.

Integra numéricamente la ecuacién de Schrodinger independiente del tiempo para una particu-
la sometida a un potencial unidimensional genérico V(x). Examina los problemas particulares
siguientes:

a) La particula en la caja de paredes infinitas.

Un potencial V(z) = oo para x < 0y V(z) = kz?/2 para z > 0.

)
b) La particula en la caja de paredes finitas.
¢)

)

d) Un potencial V(z) = oo para © < —a/2 o © > +a/2, V(x) = Vy si © € [-b/2,4+b/2], y
V(z) = 0 en otro caso.

Determina los conmutadores entre las componentes cartesianas de los operadores [, 7, y p. Utiliza-
las como paso intermedio para demostrar las siguientes relaciones entre operadores de momento

angular: (a) [I,,1,] = ihl.; (b) Ux [=ihl: (c) [l 1% = [0, 1% = [I.,1%] = 0.

Representa las funciones Yi,,,(0, @) v |Yin (0, ¢)|* para I = 0,1,2 de la siguiente forma: para cada
(0, ¢), se toma el valor absoluto de la funcién como coordenada r; como esto corresponde a una
superficie 3D, se representan sus cortes con los planos = 0y z = 0. Como las funciones con m # 0
son complejas, se representa solo su parte real. Las regiones en las que la funcién es negativa se
suelen representar en un color diferente. En ocasiones se define también el conjunto de armoénicos
esféricos reales,

L (Y +Y5)  sim >0,

V2
Sim(0,0) =< Yy sim =0, (2)
v (Vi = Yi) sim <0,

Encuentra las expresiones para estas funciones con [ = 0, 1, 2, y represéntalas. Puedes encontrar una
representacion 3D en perspectiva de estas funciones en http://web.uniovi.es/qcg/harmonics/
harmonics.html.

Determina si cada una de las siguientes afirmaciones es verdadera o falsa, e indica la razén de tu
respuesta: (a) La funcién de estado es siempre igual a una funcién del tiempo multiplicada por
una funcién de las coordenadas; (b) Tanto en Mecanica Clasica como en Mecanica Cudntica, el
conocimiento del estado presente de un sistema aislado nos permite calcular el estado futuro; (c)
La funcién de estado es siempre una funcién propia del hamiltoniano; (d) La funcién de estado
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se puede escribir siempre como combinacion lineal de las funciones propias del hamiltoniano; (e)
Cualquier combinacion lineal de funciones propias del hamiltoniano es una funciéon propia del
hamiltoniano; (f) Si la funcién de estado no es funcién propia del hamiltoniano, una medida de la
propiedad A podria dar como resultado un valor que no es uno de los valores propios de fl; (2)
La densidad de probabilidad es independiente del tiempo para un estado estacionario; (h) Si dos
operadores no conmutan, no pueden tener ninguna funcién propia comun; (i) Si dos operadores
conmutan, cualquier funcién propia de uno de ellos debe ser funcién propia del otro; (j) Si dos
operadores conmutan, cualquier funciéon de estado se puede escribir como combinacién lineal de
funciones que son propias de ambos.

El comportamiento de un punto cudntico formado por 27 atomos de Na se puede describir apro-
ximadamente con el modelo de la particula en una caja ctibica con paredes de potencial infinitas.
El grupo Nay; tiene la forma de un cubo, con una arista de 4.6 A, y cada dtomo contribuye un
electron a la nube de carga de valencia. Los electrones se pueden considerar independientes y sin
interaccién.

a) Escribe la expresion de la energia y funcién de onda de los estados del sistema.

b) Suponiendo que cada estado puede acomodar dos electrones de diferente espin y que los
niveles se ocupan en orden de energia creciente, determina los niveles ocupados, junto con su
poblacién electrénica, y la identidad del ultimo nivel ocupado (HOMO) y del primer nivel
vacio (LUMO). Atendiendo a la regla de Hund, ;cudl deberia ser la multiplicidad de espin
del estado multielectrénico fundamental?

c¢) El principal rasgo espectroscopico del sistema corresponde a la excitacién de un electrén desde
el HOMO hasta el LUMO. Calcula la energia de la transicion en J, asi como su frecuencia en

Hz y ntimero de ondas en cm™!.

d) Considera un electrén situado en el LUMO. A partir de su relacién con la energia cinética,
calcula, en m/s, la velocidad cuadratica media del electrén: ve, = 1/ (v?).



25. Haciendo uso de las ecuaciones:

m [—|m| .
Sn(@=(-1) 2 sin"(@) > a cos(®)
j=0(1),2(3),...

Y, (0.4) = %s (0)e™

. (§+[m[)(J+m[+1)-1(1 +1)a.
2 (j+1)(j+2) :

hallar los arménicos esféricos Yoo, Y10, Y141, Y20, Yox1, Youo.

26. Sea la funcion de onda de un sistema cuantico ¥ :EY11 +£YlO +in_l. Comprueba que esta
2 2

NG

normalizada. Calcula el valor esperado de los operadores 1 y I, .

27. (a) Demostrar que los operadores E y fz son invariantes frente a la inversion de coordenadas
X—>-X, Yy>-y,y z—>-z. (b) Para los armonicos esféricos Yi1, Y21 ¥ Y3, comprobar que se
satisface la relacion Y, (7 —-6,¢+7) = (-1)'Y,.(0,9) .

28. (a) Comprobar que las combinaciones lineales de la forma ¥ = (Y,, J_rYl_m)/\/E son propias del

operador 1%, Estas combinaciones son reales o imaginarias puras por lo que en este (ltimo caso se
pueden convertir en reales multiplicando por el numero complejo i. (b) Obtener las dos
combinaciones ¥, y W, a partir de los armonicos esféricos Y11 y Y11 exigiendo que ¥, y ¥, sean

reales. (c) Si un sistema de una particula se encuentra en un estado que se puede representar por ‘¥,
0 ¥, ¢qué valores se obtendrian al medir la componente z del momento angular y con que
probabilidades?



