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s L03: Problemas de dos particulas con solucién analitica

Capitulo 3.
Problemas de dos particulas con solucion analitica.

En mecdnica cudntica, lo mismo que en mecanica clasica, la dindmica de un sistema de dos particulas
que se atraen o repelen mutuamente se puede reducir a la suma de dos problemas independientes de
una particula. Por una parte, el sistema se desplaza solidariamente como si toda la masa estuviera
concentrada en un sélo punto: el centro de masas. Por otra parte el movimiento relativo de una
particula respecto de la otra, que se describe como la rotacién y vibracién de una masa ficticia
sometida a un potencial de campo central. Lamentablemente, esta reduccién a problemas de una
particula no se puede extender, en general, a los sistemas de tres o mas cuerpos. Por lo tanto, el
atomo hidrogenoide sera el primero y ultimo de los problemas de estructura electrénica para los que

dispondremos de una solucién analitica.
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El problema de dos cuerpos en mecanica

clasica: Sean dos particulas de masa m1 y mso, situadas en m, R
71 Yy T2, respecto de un sistema de referencia arbitrario. También r
podemos describir el sistema empleando la posicién del centro \ T CM
de masas (CM) y la posicién relativa: 1 .
R
3 = MAT1 + mar?
Rcm =R = , r =179 —1T1, 1 -
CM M 2 1 ( ) r2 m2
donde M = m1 + mo. De aqui, -
- 5 M2 - 5, mi_,
rn =R— —7, ro =R+ —7. 2
1 A 2 A (2)
La energia cinética del sistema es igualmente simple empleando 71 y 72 o empleando R y T
1 1 1. 1 P2 p?
T =-—mi73 + —maors, <= T =-MR*+ —ur?= + 3
g LT Tt 2 2" T oM T o, (3)

donde P = MR y p = ,Lm%’ son momentos lineales. La masa efectiva, 1, es una propiedad del
sistema que depende de la relacién de masas de ambos cuerpos:

1 1 mi1 = mo = =m1/2,
-1l = e g

mi1ms9 1
M mi m2 mi > me = U M.

p= —

9
mi + mo
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El problema de dos cuerpos en mecanica cuantica: Podemos transcribir

la solucién cldsica sin mas que transformar P2 en P? y p? en p>:

R P2 ~2 K2 K2
y R U vE NS v (5)
2M  2u 2M R 24

El movimiento del centro de masas corresponde a la traslacién del sistema, y suele tratarse mediante

un modelo sencillo, como el de la particula en la caja. Mds importante es el movimiento interno:
habitualmente el potencial de interaccién sélo depende de la distancia mutua entre las dos particulas
y el Hamiltoniano del movimiento interno es

- K X K 12 210 %, 12
H=—-——Vi4V=-——V? V(ir) = —— = — r2—> V(r). 6
VIV =~V s V) (o) + 5oz + V- ©
El movimiento interno es, en este caso, un problema de campo central, ya que [I:I,Z2] =

[ﬁ, l;] = [ZQ,ZZ] = 0. La funcién de onda interna es separable en una parte radial y otra angular,
Wv(r,9,¢) = R(r)Y (¥, ¢), de modo que:

h? [(1 + 1)R?
Lo WEUE 4 vin ke = BRO) 7)
20 27?2
PYm(0,0) =11+ DY), LY (0, 9) = mhY) , (8)
donde Y] ,,, (¥, ¢) son arménicos esféricos, | = 0,1,2,... es el niimero cuantico angular, y
m = 0,%1,--- %[ el ndmero cudntico azimutal.

e (© V. Luafia 2003-2009 (115)




s L03: Problemas de dos particulas con solucién analitica El rotor rigido

El rotor rl'gido: Aunque no es la manera mds correcta de abordarlo, vamos a aprovechar las
ecuaciones anteriores para examinar el problema de dos masas que rotan libremente manteniendo
una distancia relativa fija: » = rg = const.. En este caso no existe energia cinética asociada a la
variacidon de r ni tampoco energia potencial y, por lo tanto, toda la energia es rotacional y la funcién
de onda es un armédnico esférico:

. [2 h?
HY (9, 0) = —— Yign = ——1(1 + 1) Y. (9)
2urg 2urg
La costumbre en este contexto es cambiar el nombre de [ por el de nimero cuantico rotacional,
J=0,1,2,..., y escribir la energia como
h2 h 1
Ej; = 2J(J—l—l):hBJ(J—I—l), donde B = ﬁ[:]s (10)
2urg T2 urs

y B es la constante rotacional. Puesto que sélo J y no m influye en la energia, los niveles del
rotor rigido tienen una degeneracién g; = 2J 4+ 1. La interaccién con un fotén de frecuencia
hv = Ej — Ej produce una transicién entre los niveles J — J’ sélo si AJ = =%1.

El rotor rigido sirve como modelo simple para el movimiento de los ntcleos de una molécula
diatémica bajo la influencia del campo eléctrico promedio creado por los electrones.
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Unidades atomicas: Las ecuaciones mecanocuénticas relacionadas con la estructura
electrénica se simplifican notablemente si trabajamos en un sistema de coordenadas en las que A,
e (la carga del electrén en valor absoluto), m. (masa del electrén) y 4meg se toman como unidad.
La tabla reproduce las principales unidades del sistema junto con su equivalencia en el sistema

internacional:

Propiedad unidad equivalencia S.I. nombre
Carga elemental e 1.602176462 x 10~19 C —
Masa Me 9.10938188 x 103! kg —
Momento angular h 1.054571596 x 10734 J.s —
Constante eléctrica  4meg 1.112650056 x 1019 Fm—1 —
Longitud ap = 4megh? /mee?  0.5291772083 x 10719 m bohr
Energia Ej, = e?/4megag 4.35974381 x 1018 J hartree

El sistema de unidades atémicas es coherente y homogéneo. Todos los cdlculos se realizan
consistentemente en unidades atémicas y los resultados finales se convierten a la unidad que sea
necesaria. Para encontrar la unidad atdmica de cualquier propiedad basta con combinar e, me, h,
4meg, ag o Ej, apropiadamente hasta conseguir la magnitud deseada. Asi, la unidad atémica de
tiempo seria h/E}, equivalente a 2.418884324 X 10~ 17 s.

Algunos fisicos cuanticos prefieren como unidad de energia 1 rydberg = 1 Ry = 1/2 hartree.
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El atomo hidrogenoide: Se trata de un dtomo o ion de nimero atémico Z (masa my

y carga +Ze) que cuenta con un unico electrén (masa m. y carga —e). La interaccién entre ambos
estd dominada por la fuerza de Coulomb, de modo que el hamiltoniano es

R, B 1 oz
H=—2v24 _ |
2 2ur?  4meg T

(11)
Se trata, por tanto, de un problema de campo central, y la funcién radial se obtendra resolviendo

{ h? 1 8(28>+l(l+1)h2 1 Ze?
—_— . — /'/' —_— —_—
21 2 Or or 272 Ameg T

} R(r) = ER(r) (12)

La resolucién de esta ecuacidn sigue las técnicas que ya vimos en el problema del oscilador armdnico
y el momento angular. El resultado es que existen dos clases de soluciones: (a) un continuo
de estados con E > 0, que representan un electrén dispersado por el nicleo, pero no ligado
permanentemente a éste; y (b) un conjunto discreto, aunque infinito, de estados ligados con energia:

22 ,ue’4 ZQ e/2 ZQ
En:—2n2 > =53 | =—-—F; paran=12,..., (13)

donde ¢’ = e/\/4dwep, a = h2/,ue’2, y B} = e’Q/a. Debemos observar que, en el dtomo de

hidrégeno
memp me me

me +mp 14+ me/my ~ 1+ 0.00544617

= = 0.9994557me, (14)
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y, por lo tanto, es aceptable el error que se comete al considerar u =~ m.. Esta aproximacién de
masa nuclear infinita da lugar a que a = ag = 1 bohr, y E! = E;, = 1 hartree.

Estados ligados del atomo de hidrégeno:

e Sdlo el nimero cuantico principal afecta a la energia, pero

no [ ni m.
01t - e Hay ligaduras entre los valores posibles de los nimeros
n=2

cuanticos. Principal: n = 1,2,3,.... Angular: [ =
0,1,2,...n — 1. Azimutal: m =0, +£1,42,... & [.
02 T e La degeneracidn asociada a Im es Zln:_ol (20 + 1) = n?.

E/E;,
°

Todas las transiciones n; — no estdn permitidas:
v(n1 — n2) = Z?Ryg(1/n3 — 1/n?), donde Ry =
o3 ¢’?/2ach es la constante de Rydberg. Las tran-
siciones con un ni comun forman una serie espec-
tral: Lyman (n; = 1), Balmer (n; = 2), Paschen
(n1 = 3), Brackett (n1 = 4). Para el ato-
mo de hidrégeno, en la aproximaciéon de masa infini-
o5 Ll ta Roo = 109737.31568549(83) cm™!, o hcRe =

S 13.60569172(53) eV = 2.17987190(17) x 10~ 18 J.

r/a

0.4
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La funcién radial responde a la forma

Rpi(r) = — {jigs (Ez;i;);]lg' }1/2 (%)le}(p{_%} Loyt (%) ’ (13)

donde L;(p) es una funcién asociada de Laguerre, relacionada con los polinomios de Laguerre:

d® L a4
d—q(P) siendo  Lg(p) = e’ —(e Pp?). (16)
p* dp4

Una forma explicita de las funciones asociadas de Laguerre que nos interesan es:

Ly(p) =

n—Il—1

B [(n +1)1?
Lot (p) = k; (=D (n—1—1—Fk)!(20 + 1—|—k)!k!pk' (17)

Las funciones radiales satisfacen la condicidn de ortonormalizacién:
o0
/ Ry () Ry (r)r?dr = O m! - (18)
0

Las funciones de onda hidrogenoides reciben el nombre de orbitales (R. E. Mulliken):

|nlm> — wnlm(ra 0, 90) — Rnl(r)yvlm(ev 90)' (19)

Ocasionalmente, en lugar de utilizar el arménico complejo Y},,,, se emplean sus combinaciones reales
Sim. Empero, tales orbitales reales ya no son, en general, funciones propias de [..
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Funciones radiales hidrogenoides: (p = 2Zr/na)

(1s):  Rio(r) = (Z/a)*?2e=P/2,

(23) . Rop (7“)

(2p) : Ra1(r)
(3s):  Rso(r)
(3p): Rai(r) =
(3d) : Raz(r) =
(4s) : Rao(r)
(4p) : Rai(r)
(4d) : Raz(r) =

(4f):  Raa(r)

(O V. Luaiia 2003-2009

— (2/20)*2(2 = p

)ee/?,

L(Z/Qa)3/2pe—p/2’

V3

<Z/a>3/29%f<6 — 6+ p2)e /2,
(2/a)"* (4 = p)pe 12,
(2/0)* eI

1
§E(ZVa)@Q(24——369-F12p2-—fﬁ)e_p/2,

32% (Z/a)*(20 — 10p + p*)pe~"/2,
1

= (Z/a)"2(6 = p)pe 1,
1

TN

El dtomo hidrogenoide

(20)
(21)

(22)
(23)
(24)
(25)
(26)
(27)
(28)

(29)
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r/a
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Funciones radiales del hidrégeno:

Las funciones s, Rno(r), tienen un maxi-
mo en el ndcleo, donde comienzan con una
derivada radial negativa (cuspide). La fun-
cién Ry,o(r) tiene n — 1 nodos radiales, que
producen la ortogonalidad entre funciones.
Las funciones con [ > 0O tienen un nodo en
el origen, y n — [ nodos en total.

La densidad electrénica es [vV,;,,]° =
Ril|Ylm|2. En el
In =1, =m = 0), la densidad electrdnica

estado fundamental,

presenta un maximo anguloso en la posi-
cién nuclear, y decae exponencialmente al
alejarnos del ntcleo.

El dtomo hidrogenoide
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0-6 T T T T T T T

Distribucién radial de probabilidad, r2R? (),
L del hidrégeno:

o

(6)]
I
B P

e Dado un intervalo r € [r;, 7], el drea bajo
la curva proporciona la probabilidad total de

] hallar el electrén en ese rango de distancias
respecto del nicleo.

o Obsérvese que (rR,;)? es siempre nula en

el origen, incluso para los orbitales s, pero

H eso es sélo debido a que estamos incluyendo
el elemento de volumen en la definicién.
e Las funciones con un n comun tienen su re-
| gion de maxima densidad a distancias muy
0.08 r / T similares. Esto origina una estructura de
= 0.06 - / ] capas. Los orbitales con n = 1,2,3,4, ...
L / originan las capas K, L, M, N, ...
004 e / | e La distancia a la que se encuentra el maximo
0.02 | / / \ ] de rR,,; se denomina radio mas probable:
0.00 | N - - rmp(nd).
0 5 10 15 20 25

rla
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Orbitales hidrogenoides reales:

(1s):  Y1s,0 =
(25) 1 os0 =
(2pz) : Yope =

(2py) : Yapy =

(2pz) © W2p,= =

(3s) 1 35,0 =
(3pz) : Y3pe =
(Bpy) : Y3py =
(3pz) : 3p,z =

3
L g /2 e_Z’r/a‘
VT \a ’
1 (Z)3/2 (2 Z?“) _Z’]”'/QCL
4+/2m \ a a
1 [ Z\?
o (—) rsencosp e 27/20
T \a
1 [ Z\?
o (—) rsenfsen e 27/24
T \a
1 [(Z\"*?
Vo (—) rcosf e 4T/%a
T \a
3/2 2,.2
L (£> (27 1827 AT ) e—Zr/3a
81v3m \a a a?
2 ARE Z
(—) (6— —T> rsenf cosp e 27/3%
81v2m \ a a
2 ARE Z
(—) (6— —T> rsenfsen e 27/39
81v2m \ a a
2 ARE Z
(—) (6— —T> rcosf e 4T/3a
81v2m \ a a
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1 Z\ /2
(3d,2) 1 tgq .2 = SIvor (Z) r2(3cos? 6 — 1)e~27/3, (39)
(3dzz) :  Y3d,px = 81\2/% (§>7/2 r2 sen 6 cos 0 cos @ e—4r/3a (40)
(Bdyz) :  Y34,y2 = 81\2/% (§>7/2 r? senf cos@senp e 27/3%, (41)
(Bdp2_y2):  Pgq.2_,2 = 81\1/% (%)7/2 2 sen? 0 cos 2¢p e~ Z7/39, (42)
(3dzy) :  Y3d,zy = 81\1/% (%) ” 2 sen? @ sen 2p e~ 27/34, (43)
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Imagen de los orbitales hidrogenoides reales: ,,;,,(7,0,¢) es una funcién 3D, de modo que
necesitariamos vivir en un mundo 4D para poder dibujarla (de hecho en un mundo 5D si quisiéramos
representar los orbitales con su parte compleja). Lo que si podemos representar son isosuperficies,
es decir, las soluciones a una ecuacion ¥, (7,0, p) = K para el K que queramos.

Isosuperficies

0.16
0.14
0.12
0.10
0.08 r

Ry (N

0.06 |
0.04
0.02

0.00

Y10(0, ¢)

¢2p2 (Ta 07 (P) — K
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Imagen de los orbitales hidrogenoides reales:

3d 2

Isosuperficies dibujadas: +0.007 u.at. (13,23,33), +0.03 u.at. (2pz,2py,2p2), £0.005 u.at.
(3px,3py,3pz), :I:0.0l u.at. (Sdz2,3da;z,3dyz,3dw2_y2,3d$y).

En los orbitales 2s y 3s se han cortado las superficies externas para dejar ver la estructura nodal
interior.
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Ejercicios

1.

o1

Utiliza la aproximacién de masa nuclear infinita, ;4 = me, para expresar en unidades atémicas:
(a) el hamiltoniano del 4tomo hidrogenoide, (b) su energia, (c) la funcién de onda del estado
1s.

Utilizando constantes fundamentales (h, N4, ¢, etc) encuentra la equivalencia entre la unidad
atémica de energia (hartree) y las siguientes magnitudes: energia en J; energia molar en J/mol;
frecuencia en s—! =Hz: niimero de ondas en cm—1.

Determina la frecuencia y nimero de ondas para la transicion desde el estado 1s al 2p del
atomo de hidrégeno. Repite el cdlculo para los atomos de deuterio y tritio.

Determina y dibuja las funciones radiales R45(r) y Rap(7) del dtomo hidrogenoide.

i Cuadl es la diferencia de significado entre densidad electrénica y distribucién radial?

Calcula, para el estado fundamental 1sg de un dtomo hidrogenoide, los valores esperados de
los operadores siguientes: 7%’ ]3’ T, P, T,V y H. Comprueba que se cumple el teorema del virial,
de modo que (V) = —2(T') para un sistema con potencial culombiano. Repite los calculos
para el estado 2p..

Usa la densidad de probabilidad radial del orbital 1s para encontrar: (a) la distancia electrén-
nicleo mas probable; (b) la distancia promedio; (c) la distancia mediana, r,,, definida como
la distancia para la que P[r < r] = 1/2; y (d) el radio 199 tal que P[r < rgg] = 99%.

En Mecdnica Cl3sica, la expresién 0 < ur?/2 = E — (V(r) +1?/2ur?) = E — Vg (r) define
la regidn permitida para el movimiento. Los puntos de energia cinética nula, [lamados puntos
de parada, de retroceso, o puntos apsidales, dan las distancias minima y maxima que alcanza
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la particula de masa u del sistema de dos cuerpos para valores dados de E' y [. Aplica esta
formula a un estado ,,;,, del hidrégeno usando las expresiones cuanticas de su energia y
momento angular y obtén los hipotéticos puntos de parada en funcién de n y [. Aplica esta
solucién al estado 1s. Calcula, para este estado, la probabilidad de encontrar el sistema en la
regidn cldsicamente prohibida.

9. Calcula los valores esperados del operador 7 correspondientes a los estados de los tres primeros
niveles de energia y comprueba que satisfacen la expresién general: (7) , = (3n? —1(l+1))/2.

10. Un atomo de hidrégeno mudnico es aquél en el que el electrén ha sido sustituido por un muédn,

- = 206.7682657(63)me.

Determina, para el estado fundamental 1s, el radio medio y energia, y compara estos valores

@~ , una particula de carga idéntica a la del electrén pero masa m

con los del atomo de hidrégeno.
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