Introduccion

e L02: Problemas de una particula con solucién analitica

Capitulo 2.
Problemas de una particula con solucion analitica.

Vamos a examinar una colecién de problemas que tienen una solucién analitica conocida. Se trata de
situaciones en las que una particula se mueve sometida a un potencial conservativo V' = V' (z,y, z)1.
En una dimensién la ecuacién de Schrodinger independiente del tiempo toma la forma

2 2 m(E —
(o V@ e = Bute) = v =22y, 1)

Los problemas que vamos a discutir son: (a) la particula libre, (b) la particula en una caja de

paredes infinitas 1D y 3D, (c) el oscilador arménico, y (d) la rotacién de una particula en torno a un
centro fijo. La solucién a estos problemas sirve de modelo para el tratamiento de los movimientos de
traslacién, vibracién y rotacién de moléculas independientes, de modo que no se trata de problemas

de juguete.
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La partl'cula libre (].D) Supongamos que el potencial es V(z) = 0. Entonces

2mE
-3

la solucién, e’**, es una onda plana. Podemos comprobar que se trata de una funcién propia del

V' = = —k?)p = Y(z)=e%" con —oo<k< oo, (2)

operador momento lineal:

X d . .
px¢($) — _zh_ezkx — khezka: — pwezkx, (3)
dx
de modo que la energia de la onda plana consiste por completo de energia cinética y toma la forma
E = k?h?/2m = p2 /2m, equivalente a la expresién mecano cl3sica.

Las ondas planas forman un conjunto completo y, para cualquier funcién de onda:

o

() = /_ T pkettak = Flf(R)] = f(k) = / o)~ " dr = FVp(z)],  (4)

— o0

de modo que ¢(x) es la transformada de Fourier de f(k), y f(k) es la transformada de Fourier
inversa de o(x).

Las ondas plana no son normalizables en (—o00, c0), lo que no es de extranar: dado que su momento
lineal estd perfectamente definido, la incertidumbre en la posiciéon debe ser infinita. Sin embargo,
podemos construir estados de la particula libre que si son localizados y normalizables, aunque ya no
seran estados estacionarios ni propios de p,.
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La partl'cula en una caja (].D) Sea una particula de masa m moviéndose sometida
a un potencial

(0 siz<0 (Regién 1)

om(E —V
Vi)=q 0 si0<z<a (Region ll) :>¢”:_m( )

S =Ry =Y (9)

| o0 siz>a (Region I11)

Las soluciones son de la forma e%*% o e*!*I2 De modo que, en la regién |,

| 3¢ | 0
e — ya que x < 0,
= Y(x) = 0.

V — 00 = | — 00=(x) =
e~ ||z no es de cuadrado integrable

Similarmente, en la regién |l también tendremos () = 0. En la regién Il, por otra parte
Ui (z) = Ae*® + Be ™% = (A + B) coskx + i(A — B) senkx = C cos kx + D sen kx
donde k = vV2mFE /h. Para que la funcién de onda sea continua

Yz =0)=Yy(z=0) = C=0 (6)
Yy(r=a)=vYy(r=a) = Dsenka=0 = @O:D=0 6 @ :ka=nm. (7)

La solucién (D) no nos interesa, ya que daria 1)(z) = 0 en las tres regiones y describiria un estado
en el que la particula no existe. Nos interesa la solucién (2), en la que n es un entero no nulo.
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Por otra parte, las soluciones con +n y —n dan lugar a la
Niveles energéticos, ¢(x) (linea  misma funcién de onda, salvo en el signo, y no representan

continua) y |1|? (discontinua)  estados diferentes. La solucién final es
30 T T T T

h?n?
ka = nm = E:8—2 paran=1,2,3,4,... (8)
ma
25 n=5
%sennfzw si0<zx<a
n) = Yn(z) = (9)
20 |- - 0 en otro caso
. donde hemos obtenido D = /2 /a al exigir que la funcién de

E / (h%/8ma?)
=
o
T
1

onda esté normalizada. Hay varios aspectos de esta solucién
gue merecen ser destacados:

1om e las condiciones de contorno han dado lugar a una
ecuacion de cuantizacidén para la energia.

e hay un numero discreto, aunque infinito, de estados vy

— niveles.

] e todos los estados son simétricos (los n de impar) o
0 ' L ' antisimétricos (n par) frente a la reflexién en el centro
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 . R

xia de la caja. El operador 6 : 9(a/2 — x) — Y (a/2 + x)

conmuta con H.
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e (x) es continua, pero ¥’(x) presenta discontinuidad en z =0y = = a.

e U, (x) tiene n + 1 nodos, en los que la funcidén es nula, incluyendo los extremos de la caja.

Transiciones entre estados: La interaccién con el campo eléctrico de la radiacién electromagnética
puede inducir la transicién entre dos estados de la particula ¢; — ;. En este proceso: (1)

se absorbe o emite un fotén de energia hv = |E; — E;|; (2) la intensidad de la transicién es
proporcional al cuadrado del dipolo transicién, esto es, al cuadrado de la integral (;|fi|v;), donde
it es el operador dipolo eléctrico. Para la particula en la caja 1D i1 = qx v:

(Yilfly) = @ asenm—x T sen jﬂdx: E=mnx/a=d§ = (n/a)dr
a Jo a a x € [0,a] = € € [0,n]
2 & T
- g . sen(ig) sen(j§)§dg = % /0 [cos(An&) — cos(NE)] £dE, (10)

donde An=4i—3j# 0y N =i+ j, y hemos usado 2sen asen (3 = cos(a — (3) — cos(a + (3). Pero

0
/71' 5 Cos(mg)df _ U= 57 dV = szflnnii)dg l&%gi]— i /ﬂ- Sen(mg)dg
0 dU = d§,V = —-— T do T

B [c:osmﬁ]7r B —2/m? si m es impar,

> . (11)
m 0 0 sl m es par.
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La particula en una caja (1D)

e L02: Problemas de una particula con solucién analitica

Puesto que N =i+ 35y An = ¢ — 5 son de la misma paridad

(Pilq@|s) = 27Tq2a (]\}2 (Aln)z) 0 (]\}2 (A%@)Q) si N, An son impares, (12)
v J
0 Sl son pares.

Por lo tanto, las transiciones entre estados de la misma paridad estan prohibidas, y sélo son
permitidas las transiciones entre un estado de niimero cudntico impar y otro de nimero par. Por
otra parte, como vemos en la tabla siguiente, |(1;|qZ|%;)|? disminuye répidamente al aumentar An,
de modo que las Unicas transiciones de intensidad apreciable seran aquellas en las que An = #+1.

Transicién  An  |(1;]qZ|v;)|?/pd

1 — 2 1 0.7901
1—4 3 0.005057
1—6 5 0.0003838

Modelo FEMO (free electron molecular orbitals): Los electrones 7 de un polieno conjugado se

pueden aproximar como electrones independientes moviéndose libres en una caja del tamano de la
linea que forman los carbonos. Cada C aporta un electrén 7 y afade dcc ~ 1.40 A al tamafio de
la caja. Si el polieno consta de N carbonos, a = Ndcc y los niveles de energia seran llenados por
parejas de electrones hasta llegar al nivel n = N/2 (supongamos que N es par), que serd el dltimo
nivel ocupado (HOMO). La transicién desde el HOMO hasta el siguiente nivel, primero desocupado
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La particula en una caja (1D)

o LUMO, requerira la absorcién de un fotén de frecuencia

h? h? v N +1
hy = n+ 1) —n?| = N+1) = 0= — ~ 154740 cm™! . (13
8ma? I ) | 8mN2d2 ( ) c N2 (13)
compuesto N v calc. ©vexp. En la tabla se compara el prondéstico de la ecuacién
eteno 9 116050 61500 anterior con las frecuencias medidas en diferentes
butadieno 4 43356 46080 polienos. EIl resultado es sorprendenteme.nte ?tinado
_ dada la crudeza del modelo. El modelo explica bien, por
hexatrieno 6 30088 39750 ejemplo, por qué la frecuencia de la transiciéon m — 7*
octatetraeno 3 21760 32900  disminuye al aumentar la longitud de la cadena conju-
vitamina A 10 17021 30490 gada.

Corral cuantico: En 1993 Crommie, Lutz y Eigler, de IBM

construir un corro circular de atomos sobre una super-
ficie metdlica. Las propiedades de este ‘“quantum cor-
ral” (Science 262 (1993) 218-220) coinciden plenamente

con las de una particula en una caja.

(O V. Luaiia 2003-2009

San José, utilizaron un microscopio de fuerza atdmica para — -
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e L02: Problemas de una particula con solucién analitica

La partl'cula en una caja (3D) La particula se mueve sometida a un potencial de la

forma
0 si0<x<a,0<y<bh0o<z<c,
Viz,y,2z) = (14)
o0 en otro caso,
de modo que la funcidén de onda es nula excepto en el interior del ortoedro de dimensiones a X b X c.
En el interior de este recinto, el operador de Hamilton es separable como suma de operadores tales
que cada uno de ellos actua sobre una y sélo una de las coordenadas:
h? 02 02 02 -
( (15)

D :hx il 7:142.
8x2+8y2+8z2> Ty

A

H=7T=_

2m

Este es el patrén de un problema con separaciéon de variables. La funcién de onda se puede escribir
como producto de tres funciones de una variable, cada una de las cuales se obtiene como funcién
propia de uno de los hamiltonianos independientes. En definitiva

2

ilath (33) — Gaﬂpx (33);
y ¥y (Y) = eyy(y), (16)
. iLZW(Z) = €29z (2).

(@, Yy, 2) = Ya(2)hy (y) Y= (2),
E =ezx + €y + €z,

o>

donde <

y el problema 3D se convierte en tres problemas 1D independientes.
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Dm: podemos escribir la ecuacién de Schrodinger en este caso como
(ha + Py + h2)w (@)y (V)WY= (2) = Yyzhathe +Dathzhyy + Potyhetpe = Eatpyipz, (17)
= ¢y¢zﬁx¢x = Ya [(E — ily — Bz) Yy (Y)= (Z)] : (18)

Esta es una ecuacién de la forma f1(x)g1(y, z) = f2(x)g2(y, 2), que debe cumplirse para cualesquiera
valores de las tres variables x, y, z independientes. Esto sdlo es posible si simultdneamente se cumplen

fl (37) = efo(aj) = Ba:wa: — Ex'(px (19)
€x g1 (y7 Z) — 92(% Z) = Py, = (E - ;Ly - ilz) Yyt (20)

para una constante €, # 0. El argumento se repite ahora para separar las ecuaciones en y y z.

En nuestro caso, cada uno de los problemas separados equivale al problema de la particula en la
caja 1D, que ya hemos resuelto. Por lo tanto

/| 8 2 2 52 2
Y(z,y,2) = b Sen Bo7% sen 47 sen nzwz’ E=— <n—"’3 I TR : (21)

a b c 8m

donde los tres ndmeros cuanticos ng,ny,n, = 1,2,3,... son independientes. Dependiendo
de la simetria del problema, varios estados diferentes pueden tener la misma energia (estados
degenerados). P. ej., en una caja cibica, todos los estados con igual N = n2 + nz + n? serdn
degenerados.

—— © V. Luafia 2003-2009 (81)
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16 T T T T T T T T T
14 + -
12} . Degeneracion de los estados de la particula en
_ 0} | una caja 3D cubica
g Ll | g(N) : nimero de estados con N = nZ + nZ + nZ,
g N
6 - H
Suma de estados: G(N) = g g(k).
4 I k=1
600000 T T T T T T T T T
2 - H
0 ‘ 1 1 1 1 1 500000 L A
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
N=n§+n§+n§
70 T T T T T T T T T —
Z 400000 i
©
60 ¥ )
g
o 300000 - -
(O]
50 H g
@
IS
s @ 200000 - .
E
é’ 100000 - .
0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000
N:n)2(+n§+n§

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
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N

Primeros estados de la particula en una

LO2: Problemas de una particula con solucién analitica
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Estado |2, 2, 2) de la particula en una caja 3D
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La partl'cula libre (3D) Una particula de masa m se mueve en el espacio 3D sometida
a un potencial nulo, V() = 0. EIl problema es inmediatamente separable en un movimiento
independiente para cada coordenada cartesiana:

ﬁ2
_%v%(az, y,2) =B = (x,y,2) = Az (2) Py (Y)Y=(2); E=ez+ey +ez;  (22)
82 2meg ikyx th%
S Ve(®) = ——5e = —kpte = Yu(@) = €M7 e = — =8 ke € (—00,00)5... (23)
b(7F) = Ae* T, omE = R2k2. (24)

k es llamado el vector de ondas de la particula, y su mdédulo estd relacionado con la longitud de
onda: k = 27/). La funcién de onda completa es una onda plana: ¥ (7,t) = Aei(F7—wt) E|
cociente v = w/k = Av proporciona la velocidad de fase de la onda.

Una onda plana tiene una densidad uniforme en todo el espacio, ¥*W¥ = |A|? = const., de modo
que no es directamente normalizable en ¥ € R3. Esto es consecuencia inmediata de que la onda
plana sea una funcién propia del operador momento: ﬁ’e“‘“’F — hke!* 7. Como la indeterminacién
en p es nula, la indeterminacién en 7 debe ser arbitrariamente grande.

Dos o mas ondas planas se pueden combinar para producir una funcién normalizable. También se
puede normalizar la onda si limitamos su extensién a un recinto de tamano finito, o si imponemos
una condicién de periodicidad traslacional.

e (© V. Luafia 2003-2009 (85) e




memmms  L02: Problemas de una particula con solucién analitica El oscilador arménico s

Oscilador arménico (1D):

Sea una particula de masa m que se mueve sometida a un potencial V(z) = 1/2kx?, donde k es la
constante recuperadora elastica o constante de fuerza.

La solucién al problema clasico equivalente es un movimiento armdnico simple, para el que
1
elongacion: z(t) = Asen(wt + 0), energia: £ = 5]@42, (25)

donde w = y/k/m es la velocidad angular, A la amplitud tal que |z| < A, y 6 representa un angulo
de fase.

El problema cuantico es conservativo, de modo que los estados estacionarios seran funciones propias
del operador de Hamilton:

h? d? 1 d?y  mk 2mE
H=T+V=———"_+4 "kz* = — 2 =0, 26
" omdz? | 2" i TR TR (26)
donde x € (—o00, 00). Podemos simplificar la ecuacién de Schrodinger definiendo
2mE vmk  mw d? d?
o= 2 ﬁ:T:?, § = ﬁ33:>d—2_5€27 § € (—00,00), (27)

con lo que la ecuacién de Schrodinger se convierte en la ecuacién diferencial de Hermite-Gauss:

d2¢ 5
e {5‘5 }w (28)
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La funciéon de onda debe de cumplir las condiciones de contorno del problema:
1. cuando & — Foo el término {a/B — &2} — —£2, con lo que la ecuacién de Hermite-Gauss
tiende a ser ¢/ — £2¢) = 0, de donde se deduce una solucién de la forma 1 ei52/2;
2. la funcién debe de estar acotada y ser normalizable, lo que excluye e+52/2;
3. (&) debe ser continua y derivable.

Esto conduce a buscar una solucidn de la forma

$(€) = NH(&)e ¢ /2, (29)

donde N es una constante de normalizacién y H (&) un polinomio, que habrad de ser necesariamente
de grado finito para asegurar que (&) sea acotada en £ — oo y normalizable. Pero:

W =N (H —¢eH)e €72 y o/ = N{H" —2eH' + (&2 —1)H}e ¢ /2, (30)
que podemos sustituir en la ec. 28 para obtener la ecuacién diferencial de Hermite:

H" — 2¢H' + (% . 1) H=o. (31)

Las soluciones a esta ecuacién diferencial son los polinomios de Hermite, y las funciones ¥ (§) se
denominan funciones de Hermite-Gauss.
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Una expresiéon explicita del polinomio de Hermite da lugar a:

Z azé’ : (32)

H' (&) = Zazz{‘ Zazzgz (el término con ¢ = 0 es nulo), (33)
. do: .
H'(&) = 3 agi(i — 1)g 2 = ]_ (=G DG D, (34)
— —— =

donde hemos de tener en cuanta que el nombre que demos al indice del sumatorio es arbitrario y
sélo es importante tener en cuenta sus limites. Sustituyendo en la ecuacién de Hermite:

«
> {(k—i—l)(k+2)ak+2—2k:ak—{— (— —1) ak}fk = 0. (35)
k=0 B

Puesto que esta ecuacidon debe cumplirse para cualquier valor de &, cada uno de los términos que
multiplica a £* debe ser nulo. De aqui deducimos la relacién siguiente entre los coeficientes del
polinomio de Hermite

— (/B -1)
(k+1)(k+2)

Como ya hemos discutido, H(£) debe ser de grado finito para asegurar que la gaussiana domina el
comportamiento cuando £ — oo y la funcidn de Hermite-Gauss tiende asintéticamente a cero en

Apio = ag- (36)
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ese caso. Supongamos que v es el grado maximo de un polinomio. Eso quiere decir que a, # 0,
mientras que a,+1 = ay4+2 = 0. Dada la relacién de recurrencia entre coeficientes, a,4+1 = 0
significa que todos los coeficientes de diferente paridad que a, seran nulos. Adema3s,

2v — (a/B — 1) e

T Dwiz @75 LTI Es R =t o) | (37)

ay4+2 =0 =

donde w = 27v = /k/m es la frecuencia clasica del oscilador arménico. Se deduce, por lo tanto,
que
1. la energia del oscilador armdnico esta cuantizada con arreglo a un nimero cuantico de
vibracion v = 0,1, 2, ..., que no es sino el grado maximo del polinomio de Hermite.
2. el estado fundamental, v = 0, posee una energia de punto cero que es mayor que cero.
3. los niveles del oscilador se hallan equiespaciados, siendo hv la diferencia de energia entre los
niveles v y v & 1.

Volviendo a los polinomios de Hermite, se elige a, = 2Y como coeficiente de mayor grado de un
polinomio, de modo que todos los coeficientes son nimeros enteros. La relacidn de recurrencia nos
permite obtener la siguiente expresion explicita para un polinomio arbitrario:

ent(v/2)

v! o
Hy (€) = ;) D e — 2 (38)

donde [x] = ent = representa la parte entera de x.
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Forma explicita de los primeros polinomios de Hermite:

Ho(§) = (39)
Hy(§) = 25, (40)
H>(€) = 467 -2, (41)
H3 (&) = 867 — 12¢, (42)
Hi(€) = 16€% — 48¢2 + 12, (43)
Hs (&) = 32€° — 169€° + 120€, (44)
Hg (&) = 64¢% — 480¢* + 720€2 — 120, (45)
H7(€) = 12867 — 1344£° + 3360£° — 1680¢, (46)
Hg (&) = 256£% — 3584£0 4 134406* — 134402 + 1680, (47)
Hg (&) = 51267 — 921667 + 48384£° — 80640&2 + 30240¢, (48)
Hio(&) = 102410 — 23040£% 4 161280¢% — 4032006* + 3024002 — 30240, (49)
Hi1(€) = 2048¢1! — 5632062 4 506880¢7 — 1774080£° 4 221760063 — 665280¢, (50)
Hiz(&) = 4096612 — 135168¢10 4 152064068 — 7096320£° + 133056006 — 7983360£2 + 665280.
(51)
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Expresiones ttiles de los polinomios de Hermite:

1
H,l’j =20H,_1; relacion de recurrencia: £H, = vH,_1 + §HU+1; (52)
> dve§
férmula de Rodrigues: H,(¢) = (—1)%e® g (53)
Veamos cémo normalizar la funcidn de onda haciendo uso de la expresiones anteriores:
o0 5 ‘N |2 o0 5
vjv) =1=|N 2/ HyHye & dx = — / HyHye ¢ d
(W) = 1= [N [ HoH S| Heme €
(U= H,;dU = H'd¢ = 2vH,_1d¢; ]
dve—¢’
| Ny |? o que=¢ dV = (=1)" — - —d¢;
S SCIL , 46 >
\/B — 00 dgv dv—lte—¢ 2
V= (-1)" = —e ¢ Hy_1;
dé"u—l
\ uvi]=< _ =0 )
20| N, 2 oo o’e)
= %/ Hfu_le_le_deg = 2’U|Nv|2/ HU_1HU_1€_£2d£U
— OO — OO
N 2
:2vi(v—1|v—1>, (54)
|Nv—1|2
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y, aceptando que |v — 1) también debe estar normalizada obtenemos

o [No—1l® _ [No—2[® __ [Nol?
[Nyl = = == : (55)
2v qo(v — 1) 2v vl
Pero
o0 1/4
0[0) = 1 = |N0|2/ e gy — ING2 [T = | N, = PO (56)
—o0 B V299!

De manera similar podemos probar que dos funciones del oscilador arménico que difieran en su
ndmero cudntico vibracional son ortogonales: (v[v') =4, .

Las relaciones de recurrencia entre polinomios de Hermite o entre constantes de normalizacién
proporcionan la siguiente relacién entre las funciones de onda:

1 1
s = [+ = 60l©) = 2@+ . 67)

Con ayuda de esta relacién es sencillo calcular el dipolo de transicién, (v|qz|v’), y probar que sélo

las transiciones con Av = +1 estan permitidas en este caso.
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Estados del oscilador armodnico 1D

e Niveles y estados estan determinados por el nimero
cuantico vibracional v. No existe degeneracidn.

e Hay una coleccién discreta, aunque infinita, de es-
tados.

e Al aumentar v se van sucediendo alternativamente
funciones v, (§) simétricas y antisimétricas respec-
to de £ = 0. La simetria o paridad de la funcién
coincide con la paridad de v.

e 1, (&) tiene tantos nodos como indique v.

e Efecto tunel: Seglin la mecdanica clasica la elon-
gacién deberia estar restringida a |z|] < A =
2F /k. La solucién cuantica indica, en cambio,
que hay una probabilidad mayor que cero de hallar
la particula fuera de esa region.

e Las funciones del oscilador forman un conjunto

completo ortonormal: (v[v’) =4, ..
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El momento angular de una particula:

El momento angular de una particula en mecdnica cldsica viene dado por el producto vectorial del
vertor de posicién por el vector momento, es decir

i ]k
l=Fxp=| o vy 2z |=1i(yp:— 2py) +f§sz — apz) +k (xpy — ypa) . (58)
Px Py Pz ;; ;; l:

donde hemos tenido precaucién de mantener siempre el orden relativo de las componentes de
posicién antes de las componentes de momento. La expresidon clasica de las componentes se puede
convertir asi de inmediato en el correspondiente operador cuantico:

- A A A A . a a
. 0 0
ly =2px — 2P, = —th|lz— —x— |, 60
y = 2P TP i <Z895 x@z) (60)
~ . o . 0 0
lz = &Py — ypx = —th (xa_y_y%> 3 (61)

A
A,

yl2=101-1=12+ lgz/ + (2. La definicién de las componentes cartesianas es simétrica frente a la
permutacién ciclicax -y —- 2z —x — ...
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Los operadores que representan componentes cartesianas del momento angular no conmutan entre
si. Asi, por ejemplo, dada una funcién f(x,y, z) genérica:

o L1f = (i — Dyin)f = —iFis (ﬁ _ :ﬁ) .y (yﬂ _ za_f)

ox 0z 0z Oy
2 2 2 2
ox 0z0x 0z2 Oxdy OyOz
2 2 2 2
—|—h2<zyaf—228f—xyﬂ—i—xg—l—xzaf)
0x0z Oz Oy 022 Oy 0z0y
of  of o
= R (y=— —z— | =ihl.f, 62
(v3 — o2l ) —ini.s (62)

Hemos usado el teorema de Bonnet, (02 f/0ad3) = (02 f/930c.), aceptando la continuidad de fy
sus derivadas. Los restantes conmutadores se obtienen empleando la permutacién ciclica de x, y, z:

A

e, ly] =ik, Uy, 1] =ik, [.,1.] =ik ly. (63)

En cambio, [2 conmuta con todas y cada una de las componentes cartesianas:

A A A

(1%,1.] = [I2,1,] = [i?,1.] = 0. (64)

En conclusion, [? y [, forman un conjunto de operadores compatibles. Las restantes componentes
del momento angular no lo son, de modo que en mecanica cuantica no es posible conocer el vector
momento angular de una particula.
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y

X

,//// y

x = rsen 6 cos p,

y = rsenfsen p,

z = rcos?b,

(65)
(66)
(67)

r? =22 + y2 + 22, (63)

cosf =

tan p =

(O V. Luaiia 2003-2009

8 | 3 I

Y

(69)

(70)

Momento angular de una particula  e—

El tratamiento del momento angular se facilita empleando coordenadas

esféricas polares. Las derivadas parciales se convierten con ayuda de

la regla de la cadena:

2_8T8+808+3908
ot OEOr 000  OE Dy

donde & =uz,v, 2.

Pero
or 00  cosfcosp Oy sen
— = sen @ cos g, = y == :
Ox ox r ox rsen 0
or 00  cosfsenp Oy CoS
— = sen 6 sen ¢, = , = :
oy oy r Oy rsenf
or 00 sen 6 Oy
— = cos¥6, — = — , T 0.
0z 0z r 0z
de donde
0 0 cosfcosp O senyp O
— =senfcosp— + — ,
ox or r 00 rsenf Oy
0 0 cosfsenyp O cosp O
— =senfsen p :
oy r r 00  rsenf Oy
0 0 senf O
— = cosf— — :
0z or r 00

(71)

(72)
(73)

(74)

(75)
(76)

(77)

(96) ——
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Podemos asi obtener la expresién de los operadores de momento angular en coordenadas polares:

lx = ih (sen go% + cot 0 cos go%) , Zy = —ih (cos go% — cot 6 sen go%) : (78)

. 2 1 2

lzz—ihi, 2 = —h? (8_ —|—cot6’a - 9 ) (79)
O 062 060  sen? 0 Op?

Como consecuencia de nuestra eleccidn de coordenadas polares, [, es el momento conjugado de .

Para completar la transformacién de coordenadas necesitamos conocer los rangos de las variables y
el elemento de volumen diferencial:

—co < T, Y,z < +oo <& 0<r<oo, 0<O0<m7m 0<p<2m, (80)
Ox/0r 0x/00 Ox/0p
dwdyd |—8<$’y’z) drdod Oy/Or 9y/o0 Oy/)d
xdydz = r =
y . 6.9) p y/or  0Oy/ y/0p
0z/0r 0z/00 0z/0p
senfcosp rcosfcosyp —rsenfsenp
= | senfsenyp rcosfseny rsenfcosy | =..=r>senbOdrdddy. (81)
cos 6 —rsenf 0

Dado que [2 y [, conmutan, existe un conjunto completo de funciones que son propias de ambos.
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Sean Y (0, ¢) estas funciones:
LY (0,0) =bY(0,0),  PY(0,9) =cY(0,¢), (82)

donde b y c son los valores propios. La ecuacién de I, es particularmente simple y, dado que

A

[, sblo afecta a la variable ¢ pero no a 6, podemos hacer una separaciéon de variables y escribir
Y (6,¢) = SO)T(p):

9 _ dT b |
ih 2y =py  YE=RT W) _ ) = T(p) = Aeite/n (83)
Oy dp h

donde A es una constante de normalizaciéon. Dado que ¢ + 27 = ¢ debe cumplirse:

T(p+2m)=T(p) = €P?"/"P =1 = |b=mh, conm=0,+1,+2,... (84)

y m recibe el nombre de nimero cuantico azimutal. Tras normalizar la funcién obtenemos

271- . . .
<Tuv::1=Lm2/a eI G — 0rl A2 = | Ton() = ——ei™. | (85)
0

Nos queda por resolver la ecuacién de valores propios de [?:

—h? <8—2 + cot 6 0 P o )S(@)T( ) = cS(0)T () (86)
062 00  sen? 0 Op? = 7
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Sustituyendo la forma de T'(¢) obtenemos:

028 oS m2 C
— t 0 — S=—-——2-5, 87
06?2 +co 00  sen?é6 h? (87)
que se simplifica mediante el cambio de variables
cos 0 w
= 0, SO)=dCG , 0¢€]0,mn|, e —1,1], t0 = = :
W = CoS (6) (w) 0,7], w €] ], co Iy R e
ds dG dw dG ddG
= = —senf— = —\/1 — w?—,
do dw db dw dw
d2s d dS\ dw 5 d2G dG
= =.=1—-w)— —w—.
dO? dw \ df /) db dw? dw
La ecuacidén diferencial se transforma asi en
d2G dG c m2
1 —w?)— —2w— — G = 0. 88
(1-w )dw2 Y dw {h2 1—w2} (w) (88)

Elegimos como funcién de prueba
G(w) = (1 —w?*)™/2H (w), (89)
donde H(w) es un polinomio. Sustituyendo en la ecuacién diferencial obtenemos

(1 — w)H" — 2(jm| + DYwH' + {% — |m|(|m| + 1) } H =0. (90)

e (© V. Luafia 2003-2009 (99) —



e L02: Problemas de una particula con solucién analitica Momento angular de una particula  e—

Para continuar escribamos H(w) en forma explicita:

H(w) = Zajwj H'(w) = Zajj’wj_l = Zajjwj_l,
j=1 7=0
H' (w Zakk(k_l P ={j=k-2}=) aj20+2)([+Dw’
=0

y sustituyendo en la ecuacién diferencial

Z { J+2)ajta + [ 2 —j —2j|m| + % — |m|* — |m|] aj} w? = 0. (91)

Pero esta ecuacién debe de ser nula no importa cual sea el valor de w. Por lo tanto, cada coeficiente
entre llaves debe anularse. De aqui sale la relacién de recurrencia

(G +mDG + ml+ 1) —c/h?
G+DG+2)

Ahora bien, el polinomio H(w) no puede ser de grado infinito si queremos que S(0) se pueda

ajt2 =

a;. (92)

normalizar. Supongamos que k es el grado maximo del polinomio, de modo que a, # O,
Ar4+1 = Qr+42 = -+ = 0. De la relacién de recurrencia

(k+|m|)(k + |m| + 1) — ¢/R?
(k+1)(k+2)

donde k = 0,1,2,... y también |m| = 0,1,2,... Esto nos lleva a definir el nimero cuantico

arw = c=(k+|m|)(k+|m|+ 1)k, (93)

a2 =0 =
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angular, | = x + |m| de modo que [ = 0,1,2,..., ademas entre [ y m existe la relaciéon [ > |m|
(m =0,%+1,£2,...£1), y el valor propio de 2 esc= (I 4+ 1)~h?. La relacién de recurrencia permite
determinar todos los coeficientes a; del polinomio excepto uno que podemos obtener haciendo que
S(0) esté normalizada. El resultado final es

_ @A = mD )
S1.m (0) = { 20+ [m)] } P (cos 0), (94)

donde Pl|m| (w) es una funcidén asociada de Legendre, que se puede obtener directamente empleando
la siguiente férmula de Rodrigues:

P|m|(w) = L(1 — w2)|m|/2dl+—|m| w? — 1) aral=0,1,2 w € [—1,1] (95)
l L] dwl‘|‘|m| ) P y Ly 4y Y ) L]-
Las funciones de Legendre estan relacionadas con los polinomios de Legendre, definidos por:
1 d o, l
P(w)= — —(w*—1)", dondel=0,1,2,... yw € [—1,1]. (96)
201! dw!
La relacion entre polinomios y funciones asociadas es
jm| 2ymi/2_d™ 0
P (w) = (1 —w*) Tl P(w), y P’(w)=PF(w). (97)

Algunos autores incluyen un signo de fase adicional, (—1)™, en las funciones asociadas de Legendre,
gue nosotros hemos omitido.
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Polinomios de Legendre:

Po(w) =1; Pr(w) = w;

Funciones asociadas de Legendre:

P (w) = 1;

PP (w) = w; Pl(w
PY(w) = 5(3w? —1);  Py(w
PY(w) = tw(bw? —3); Pi(w) =

N
Soo = 75
Si0 = 76(:059;

Sao = @(3 cos? 0 — 1);

4

(O V. Luaiia 2003-2009

Py (w) = 5 (3w? — 1);
Py(w) = £ (35w* — 30w” + 3);

sen 6 cos 0;

Momento angular de una particula  e—

Ps3(w) = %(5103 — 3w);
Ps(w) = £(63w® — 70w® + 15w); ... (98)

1 —w?); (99)

(100)

_ /15 2
=7 0

sen“ 0;

(102) —
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Armoénicos esféricos Y7, (0, p):

Y30 = \/16% (5cos® 6 — 3cosb);

Momento angular de una particula  e—

_ 3 +ip.
Y1:|:1 = P senf e )
_ /15 +ip.
Yoiq 3> sentcosf e ;
15 29 ,F+i20p. 101
Yoio = 35~ Sen 0 e ; (101)

Y311 =4/ 624—17r senf (5cos? 6 — 1) eti®;
_ /105 2 +i2¢.
Yzt+2 =4/ 35> sen“fcosfe ;

Y343 = ‘/6?21—57r sen’ 0 eTi3¥

Se trata de funciones que toman un valor complejo para cada 6 y . Se puede representar su

modulo |Y},,| en forma de la superficie formada por los puntos (r = Y|, 0, ). También se

pueden representar, de manera similar, las partes real e imaginaria como sendas superficies. Lo

mas habitual, sin embargo, es combinar las funciones Y] ,,, y Y; _,, para producir sendas funciones

reales:
1

S1.0 = Y0, NG

Si,\m| =

(O V. Luaiia 2003-2009
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Es costumbre utilizar las letras {s,p,d, f, g, ...} para designar las funciones con [ = 0,1,2,3,4, ...
Podemos ver que

/3 / 3 / 3 /3
S1,41 = = senf cosp =/ — E S1,-1 =1/ — sen@sengp .
7
3
S1,0 = _7r cosf = \/ = ; (103)

de modo que estas funciones reciben el nombre de p,, py, y p., respectivamente. De modo

ﬁlﬁt“

similar, 52,0, S2,41, y S2,42 dan lugar a las funciones llamadas d 2, dzz, dyz, dy2_ 2, Yy day,
respectivamente. Estos armdnicos reales son los que producen las ilustraciones mas habituales de
los libros de texto.

Los arménicos esféricos forman un conjunto ortonormal: (Y ,,,|Y/ ,,,/) = 67,170, 1. También son
un conjunto completo, de modo que cualquier funcién real f(6, ) se puede representar en serie
armonica:

-y Z Al Yim (6, 2), (104)

=0 m=—

donde los coeficientes A; ,,, se pueden obtener como

s 27
Apm = / 1(8,0)Y7",, (6, ) sen 0ddip. (105)
0 0
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Médulo de los arménicos esféricos |Y},,, (0, ¢)| coloreados por la fase compleja:
=0 I =1 =2 =3 =4

(O V. Luafia 2003-2009
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Armoénicos esféricos reales S;,,, (6, ) coloreados por el signo:

e © V. Luafia 2003-2009 (106) e
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Problemas de campo central:

Se denominan asi todos los problemas en los que el potencial depende tan sélo de la coordenada
radial: V = V(r). En coordenadas polares, V2 toma la forma:

w0 0 9 109 (,0 2 _ o 2
= + _|_ — ' T 5 A _7°2h2_ T'_T2h2'

106
ox2 = Oy2 022 r2 Or (106)

La ecuacién de Schrodinger queda:

h? [2

=gy = 1 g
v v { 2m T+2mr2

+ V(T)} 1&(7‘,9,90) — Eiﬁ(ra@ﬂo) (107)

Las coordenadas angulares aparecen sélo en el operador [2. En consecuencia, la funcién de onda
es separable en una componente puramente radial y una funcién de las coordenadas angulares:
U(r,0,p) = R(r)Y(0,¢). Ademas, H conmuta con [2 y I, de manera que existe un conjunto
completo de funciones propias de los tres operadores: podemos elegir un armdnico esférico,

Y: m (0, ), como funcién angular. La ecuacién radial es:

{_h_2v2 IRLGRS L V(T)} R(r) = ER(r). (108)

2mr2
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La ecuacién se simplifica tras definir

_ P(r) N 1 0 (’r'2 8) Pr) 1 0°P (100)

r r2 Or

R(r)

lo que transforma la ecuacidén radial en

02 P K2 [ 2
N {E B I+ 1)h B
Or2 2m

V(r)} P(r) = 0. (110)

2mr2

Ejemplo de problemas de campo central:
(D Una particula que se mueve libremente en un casquete esférico. El potencial seria V(r) = 0 si
x € [xo,x1], y V(r) — oo en otro caso.
@ Un oscilador arménico 3D isotrépico, para el que V (r) = 1/2kr? = 1/2k(2? + y? + 22).
(3 Como veremos en la lecciéon siguiente, el movimiento relativo de dos particulas se puede reducir

a un problema de campo central.
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Ejercicios
1. La funcién de onda de una particula libre que se mueve en una dimensién con energia constante
es Uy (x,t) = i (v)e” ™t = AekTe~t donde w = E/hy k € R.
(a) Dibuja las partes real e imaginaria de la onda ¥ (x).
(b) Cual es la forma funcional de |¥|? o |y|??

(c) La longitud de onda A se define como la distancia minima tal que g (xz + \) = ¥ (x).
Encuentra la relacién entre k y A.

(d) Demuestra que la onda 9k (z) es funcidén propia de p, y de H. Encuentra los valores
propios de ambos operadores.

(e) Comprueba que ¥y () y ¥_i(xz) representan ondas de igual energia que viajan en sentidos
opuestos.

(f) Normaliza ¥ (x) = |k) integrando la densidad de probabilidad en el recinto arbitrario
0<zx<a.

(g) Normaliza i (x) = |k) en el recinto [—a/2 < z < a/2] y comparalo con el resultado
del apartado anterior. Calcula a continuacién la integral de solapamiento (k|k’) entre dos
ondas planas normalizadas en este recinto.

(h) Comprueba que si en el apartado anterior imponemos la condicién de contorno periddica
Y (x 4+ a) = Y (x), el conjunto de ondas planas se convierte en un conjunto ortonormal.

2. Vamos a generalizar los resultados del ejercicio anterior al espacio 3D. El potencial en el
problema de la particula libre es V() = 0 y las soluciones de la ecuacién de Schrodinger son
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las ondas planas W(7,t) = NeTi(k:7Fwt) donde 7 es el vector de posicién de la particula, k

su vector de ondas de médulo |k| = 27/\, y Ay w = E/h la longitud de onda y la frecuencia,
respectivamente.

(a) Determina la energia de una onda plana.

(b) Comprueba que las ondas planas tienen momento lineal bien definido y calcula su valor.

(c) Normaliza Wz(7,t) integrando la densidad de probabilidad en un recinto ortoédrico
arbitrario [0 <z < a;0 <y <b;0< 2z <.

(d) Sean @, b y C los tres vectores que definen el ortoedro o celda del apartado anterior. Un
punto cualquiera del espacio se puede escribir como 7 = zd@ + yb + 2¢, donde (z,y, 2)
son las coordenadas del punto en el sistema definido por la celda. Dos puntos (x,y,2) y
(x + ng,y + ny, 2 + nz), donde ng,ny,n. son enteros cualesquiera, estdn desplazados
entre si un nimero entero de veces la celda elemental. La condicién de periodicidad en
este contexto consiste en exigir que la onda plana sea equivalente en todos los puntos
determinados por esta relacién. Encuentra el momento lineal y la energia de estas ondas
periddicas.

(e) Calcula el solapamiento entre dos ondas periddicas en la celda ortoédrica de vectores a, b
y C.

(f) El vector de ondas k determina la direccién de propagacién de la onda. La longitud de onda
A es la minima distancia tal que la onda es siempre idéntica en dos puntos cualesquiera
relacionados por ¥y 7+ )\E/k Encuentra la relacién entre £ y A.
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3. Los estados permitidos de una particula de masa m encerrada en una caja 1D de lado a en la que
el potencial es nulo y que esta rodeada de un potencial infinito son v, () = 1/2/a sen(nmz/a).
Compara la probabilidad de que la particula esté en el recinto [0.45a < x < 0.55a] con la de
que esté en el de igual longitud [0.9a < z < a], paran =1y n = 10.

4. Una particula macroscépica de masa 1 g se mueve con velocidad 1 cm/s en el interior de
un recinto de longitud 1 cm. Suponiendo la validez del modelo de la particula en la caja,
determina el nimero cuantico n que corresponde a este estado de la particula.

5. Para la particula en una caja 1D, determina la probabilidad de encontrar la particula en el
recinto xg — 0 < x < xg + 9, y examina el comportamiento de esta probabilidad cuando ¢ se
hace arbitrariamente pequena. Compara este resultado con el que proporciona la fisica clasica
y verifica si se cumple el Principio de Correspondencia de Bohr.

6. Determina los valores de (z), (x?), (pz), (p2), Az y Ap, para el estado 1, (x) de una
particula en la caja 1D, y utilizalos para verificar que se cumple el principio de incertidumbre
de Heisenberg. Determina también los valores esperados de las energias cinética y potencial.

7. Para una particula en una caja ciibica son degenerados todos los estados tales que n2 —|—n?2J +n?
sea igual a un mismo valor N. Determina el nimero de estados degenerados que corresponden
aN:1,2,3,...25 y representa este niimero en una grafica. Si g(IV) representa la degeneracién
para un NN determinado, encuentra y representa también la funcién suma de estados definida
por: G(N) = Zé\rzl g(k). Con la ayuda de un sencillo programa es facil extender este ejercicio
hasta alcanzar N = 1000 6 N = 10%.

8. Determina los valores promedio de las energias cinética y potencial para el estado fundamental
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del oscilador arménico unidimensional. Comprueba que (T') = (V') en este caso.

9. La probabilidad de hallar un oscilador armdnico cldsico en un punto intermedio de su recorrido
se puede considerar que es inversamente proporcional a la velocidad del oscilador en ese
punto: P.,s(x) >~ 1/v(x). Partiendo de: x(t) = Asen(wt), y F = %kA2, donde A es la
amplitud, demuestra que P,,s(x) = 7~ 1(2E/k — 22)~'/2. Compara este comportamiento
con las densidades de probabilidad mecanocuanticas y determina si se cumple el Principio de
Correspondencia.

10. Considera un oscilador arménico isétropo 3D, cuyo potencial es V (z,y, z) = %kz(mQ +y? +22).

(a) Emplea la técnica de separacién de variables para obtener sus funciones de estado y
energias estacionarias a partir de las correspondientes al problema 1D.

(b) Escribe las funciones de onda y energias de todos los estados correspondientes a los tres
primeros niveles de energia.

(c) Escribe el hamiltoniano en coordenadas esféricas, y comprueba que éste es un problema
de campo central. Por tanto, se pueden encontrar funciones propias de H, [? y L
simultdneamente.

(d) Comprueba que las funciones del segundo apartado no son todas ellas propias de [2 y L.

Explicalo.

e (©) V. Luafia 2003-2009 (112)
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