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El modelo lineal basico
Competencias
El andlisis del modelo lineal basico sigue el mismo esquema descrito para
el modelo lineal simple, si bien en este caso todos los desarrollos se
presentan en notacién matricial.
Este tema constituye el nucleo central de la asignatura y su objetivo es
capacitar a los estudiantes para:
@ Especificar un modelo lineal y sus hipétesis de trabajo en forma
matricial.
@ Deducir e interpretar los estimadores minimo cuadraticos y maximo
verosimiles.
@ Analizar la capacidad explicativa del modelo estimado, compardandolo
con otras alternativas.
Realizar e interpretar los contrastes de significacién individual.
Enunciar y contrastar restricciones sobre los pardmetros del modelo.
Realizar predicciones ex post y llevar a cabo su evaluacién.
Manejar las opciones de Gretl relativas a estimacién, contraste y

prediccidn, interpretando adecuadamente las salidas correspondientes.
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Regresién lineal maltiple EETIEEIE )

Modelo lineal basico

Yi =01+ B Xor + -+ BiXir + w1
Yo =014 BoXoo+ -+ BiXua + U2

YI; = /31-+ B2Xon + N + ﬁkxl;n + l.Jn
y = X B + u
(nx1)  (MXK)(kx1)  (nx1)

Y1 1 X1 - Xa B1
Yy 1 X oo Xk B2

y= : P X= : : .. : i P B= : U=
Y,-, 1 X2n T an /Bk
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______________Regresinlineal miltiple BLISESy
Modelo lineal basico: hipdtesis

y=X3+u

Hipdtesis sobre u

Vector de perturbaciones aleatorias Normal con esperanza nula y matriz de
varianzas-covarianzas escalar )

Hipétesis sobre X
Matriz de regresores no estocdstica y de rango k

Hipdtesis sobre 3

Vector de pardmetros estructurales
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Regresién lineal miiltiple Hipétesis

Hipdtesis basicas sobre u

E(u)=0
Cov(u) = E(uu’) = o2l,
E(v}) E(uniw) E(urun) a2 0 0
E(wom)  E(43) E(uouy) 0 o2 0
Cov(u) = E(ud) = _ _ _ =1 . .
E(unt1)  E(upu) E(u?) 0 o0 o?
Var(u;) = E(uv?) = o2 = Homocedasticidad
Cov(uj, uj) = E(ujuj)) =0 = No autocorrelacién
Hipdtesis de normalidad
@ u sigue una distribucién normal multivariante: u ~ N(0, 521,,)
@ y sigue una distribucién normal multivariante: y ~ NV(X3, o2l,)
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Regresién lineal maltiple g IGEEH

Hipdtesis basicas

Hipdtesis sobre los regresores
@ La matriz de regresores X es no estocdstica
@ La matriz de los regresores tiene rango k, p(X) = k
@ Las columnas de X son linealmente independientes

e n>k

Hpétesis sobre los parametros
@ 3 es un vector fijo
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Estimacién de los parametros

Estimacién de los pardmetros

Modelo tedrico: y=XB+u
Vector de estimadores de los parametros: B
Vector de valores estimados: §=X3
Vector de residuos: i=y-y=y-XB

Suma de cuadrados de residuos

in

n N
A2 Aln (A oA N U2
u,-—uu—(ul,U2,...,u,,) }
i=1 :
Up

Ana J. Lépez y Rigoberto Pérez (Dpto Econc T3. El modelo lineal basico Curso 2010-2011 8 /41



Estimacién de los pardmetros MCO

Estimadores minimo cuadraticos (MCO)
Funcién a minimizar:

PN A\ N Al ~ N A

Wa=(y-X8) (y-XB8) =yy-BXy-yxB+8xx3
~/ ) PN
=yy—28Xy+BXX3

Condicidn necesaria de extremo:

o(@a) _ o 0 (y’y — 28Xy + ﬁ'X’XB)
08 iJe;

= —2X'y+2X'X3=0

=0

Estimadores de minimos cuadrados ordinarios (MCO):

B = (X'X) "Xy
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Estimacién de los pardmetros MCO

Estimadores MCO

A

B

1 1 ... 1 1 Xo1 - Xa
Xo1 Xoo - Xop 1 X - Xio

(X' X)Xy

X'X =
Xkt Xk2 - Xin 1 Xon -+ Xin

n Z?:l X2i cee 27:1 Xk,'
i X XX o X XX

Sy Xei Yoig XiaXoi o Do XE
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Estimacién de los pardmetros EMV

Estimadores maximo verosimiles

Hipdtesis de normalidad
e u~ N(0,0%), y =~ N(X3,2l) J
L(Yl;YZ;"' 7Yn70275) = ! n_e—w%[(y—X,@)’(y—Xﬁ)]
(2m0?)?

InL(y1,y2, "+ ,¥n 02, 8) = —g |n(27f)—g |n(02)—%(y - XB)'(y — XB)

a;’ﬂL = —T;(—zx’y +2X'XB) =0

= X'XB=Xy=|8=(XX)"Xy
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Estimacién de los parametros

EMV

Estimadores maximo verosimiles

B =(XX)"'Xly

-~ [Ewv=emc]

oL n  (y=XB)(y-XB)
do?2 202 204 -
oa  n N A2_@
204 202 =
6_2

es un estimador sesgado de o
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Estimacién de los pardmetros EMV

Estimacion de parametros con Gretl

demanda = (1 +[(»renta+ PBsprecio + u
—~—

const

Modelo 1: MCO, usando las observaciones 1--25\Variable dependiente: demanc

Coeficiente Desv. Tipica Estadistico t Valor p

const 5177.58 313.027 16.5404 0.0000
renta 177.506 83.7362 2.1198 0.0455
precio —6.90275 0.765520 —9.0171 0.0000

En forma matricial
@ matrix y=demanda
@ matrix X=const renta precio
e matrix b=inv(X'X)*X"*y
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Propiedades descriptivas de los estimadores MCO y MV

n
o La suma de los residuos es nula: Y &; =0
i=1

o Las medias de valores estimados y observados coinciden: Y = y

@ El hiperplano de regresidon pasa por el punto denominado "centro de
gravedad”: (Xa,..., Xk, Y)

@ Los momentos de segundo orden entre regresores y residuos son
nulos: X'G =0

@ Los momentos de segundo orden entre valores estimados y residuos
son nulos: §' & = 0

Ana J. Lépez y Rigoberto Pérez (Dpto Econc T3. El modelo lineal basico Curso 2010-2011 14 / 41



Propiedades y caracteristicas de los estimadores

Caracteristicas de los

Linealidad

A

8=

estimadores MCO y MV

Ay ; A= (XXX

B = (X'X)_IX’(X,B +u)=p8+ (X/X)_lx,u

Esperanza

£ (8)

=B+ (X'X) ' XE(u) =3

Matriz de Varianzas-Covarianzas

Cov (ﬂ) — o2(X'X) "
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Propiedades y caracteristicas de los estimadores

Matriz de Varianzas-Covarianzas de los estimadores

co (3) € (3-9) (-
—E [((X’X)_lx’u> ((X’X)_IX’u>/]

= (X'X)"IX/E(uu)X(X' X)L = | 2(X'X) !

2 = N

UBI 05552 9818

O3 4 o5 O3 4

Cov(f!) _ 5'2131 :82 ,3.2ﬂk
Osn Oan - 02

BkBr 7 BrpB2 B
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Matriz de Varianzas-Covarianzas de los estimadores

oo () < [(3-5) 5-9)
[ 5:1—51
=E ﬁ2jﬂ2 (Br—=B1 Bo—Ba -+ PBr— B
| \Bx — Br
(31—51)2 (31—31) (32—52) (31—51 ,Bk—,Bk>

: ho ) (7
R RO T B RS (SO [

(e-t) (h-m) (-s)(a-m) —  (a-a)
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Propiedades y caracteristicas de los estimadores

Matriz de Varianzas-Covarianzas de los estimadores

heal E((-a) (Geos)] o £[(om) ()]
el my s Al () (- a)
Cov(ﬁ)f : :
l(h-n) (h-m)] ele-m) (iom)] o -l

o2 33 045

B1 ﬁéﬁz B1Bk

COV(B)= O-B.zﬁAl O-:Bz 03:2@

04 4 O'AIA Ué

Bkbr 7 BrbB2 B
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Propiedades y caracteristicas de los estimadores

Propiedades de los estimadores MCO y MV

Ausencia de sesgo

E(B) = B+ (XX)IXE(u) = 3

Consistencia:B — p

n—oo
iMoo P (|Ba = 8] 2 €) =0
lim,,_,o Cov (B,,) =0

Eficiencia: Los estimadores son éptimos

o Var (B) > Var (B) , B lineal e insesgado [Teorema de
Gauss-Markov]

o Var <B> > Var (B) , B insesgado, u ~ N(0,521) [Teorema de Rao]

v
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Propiedades y caracteristicas de los estimadores

Estimacidon de la matriz de Varianzas-Covarianzas

Estimador insesgado de la varianza
0’
s§? =
n—k )
Estimador de la matriz de varianzas-covarianzas
2 A A A
531 551,32 Sﬂlﬂk
2/ 4 2 1 Shoby Sﬁg Y
SHB) =S (XX)" =] " S .
s g
St SBibe S5, ]
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Contrastes asociados al modelo

Inferencias sobre el modelo lineal

Distribuciones probabilisticas

Inferencias sobre (3

~ N(0, 021 - p
;zN&ﬁﬁn} > BN (B, (X%)

Inferencias sobre o2

uu
u~ N(,0°l) ; S?=
n—k
(n—k)S? oa
—_—_— = — ) X _
2 2 n—k
v
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Contrastes asociados al modelo

Intervalos de confianza para los coeficientes en Gretl
Gretl. Salida del modelo: Analisis — Matriz de covarianzas de los coeficientes
Andlisis — Intervalos de confianza para los coeficientes

Matriz de covarianzas de los coeficientes de regresidn:
const renta precio

97985.6 -12744.1 -137.877 const

7011.75 -22.7114 renta

0.586021 precio

Para cada coeficiente j3;, el intervalo de confianza se obtiene como:

B — kasgj , B+ kasgj

VARIABLE COEFICIENTE INTERVALO DE CONFIANZA 95%
const 5177.58 4528.40 5826.76
renta 177.506 3.84761 351.164
precio -6.90275 -8.49035 -5.31516
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Contrastes asociados al modelo

Contrastes asociados a un modelo

Y = 31+ 5oXo + B3X3 + BaXs + B5X5 +u

Contraste global
i Tiene sentido el modelo planteado para Y?

[Ho:fB2=f3=fa=fs=0]

Contrastes individuales

iExplica la variable X el comportamiento de Y?

Contrastes parciales

iSon admisibles ciertas restricciones sobre el modelo?

|Ho: 1+ B2 =4, B3 =285
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Contraste global de significacién
o Hipétesis:

Ho 52_ =f3=-=0=0 Bajo la hipétesis nula el
Hy: 3j=2,---,k, 5 #0 modelo no tiene sentido

Supuesto de trabajo: u= N(0,0%l) = B~ N(3,0%(X'X)"1)
Discrepancia:

(B,X‘y — n\_/z)
-0 g

AlA n—

(n—k)

d* =

o Nivel critico: |p= P (F\} > F")

CONCLUSION: Para discrepancias muestrales elevadas y p bajos se
rechaza la hipdtesis y se concluye que hay alguna variable significati
en el modelo propuesto
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Contrastes asociados al modelo NENIIEENAILE

Analisis de varianza
Varianza total (VT)

(Yi— \7)2:ZYi2—n\72: y'y — nY?
=1 i=1

]

Varianza explicada (VE)

n ~ N2 n . _ _ ~/ ~ _
Z(Y;—Y) =3 Y2 -nY?2=99-—nY2=[F3XXB—-nY?
i=1 i

= B X'X(X'X)"1X'y — n¥2 =| B'X'y — n¥?

n n
S (w-2)=Y 2=
i=1 i=1
y
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Contrastes asociados al modelo NENIIEENAILE

Contraste F de significacién global

Variacion Expresion g.l. Ratio
: Al <o B X'y —nY?
Explicada BXy—nY=s| k-1 1
Al A
No explicada i’ n-k au
n—k
B Iy \_/2
Total yy—nY? | n-1 yy—n
n—1
BIX’y —nY?
Contraste global F: % ~ F,If__;il
n—k
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Contrastes asociados al modelo NENIIEENAILE

Analisis de la varianza con Gretl
Gretl. Salida del modelo: Andlisis — ANOVA

Analisis de Varianza

Suma de cuadrados | gl | Media de cuadrados
Regresidn 2.51818e+07 2 1.25909e+07
Residuo 6.70464e+06 | 22 304757
Total 3.18864e+07 | 24 1.3286e+06

,  2,51818e + 07

= o 0,7897
3,18864e + 07 0,789733

1,25909¢ + 07

F(2.22) = 35757

= 41,3145 [Valor p = 3,55e — 08|
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(@NIESESEETGELEINNEIM  Andlisis de bondad

Andlisis de bondad de un modelo
o Coeficiente de determinacion:
va  BX§g—n¥?

R?=1- = _
y'y — nY?2 y'y — nY?2

1-R?
o Coeficiente de determinacién corregido (o ajustado):

Se cumple: 0 < R2 < 1; F,lf__/} = ( R ) (Z:l{)

Al

uu

— — 1 PN
RRo=1- "=k 1 (] HE_
y'y —nY n—k/) \yy—nY?

e (22

Se cumple: R? < R?

El coeficiente de determinacién ajustado permite comparar varios modelos

teniendo en cuenta el niimero de pardmetros que contienen
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Contrastes asociados al modelo

Salida de modelo

Anilisis de bondad

Gretl. Modelo — Minimos cuadrados ordinarios ...

Modelo 1: MCO, usando las observaciones 1984--2008 (T = 25)
Variable dependiente: demanda
Coeficiente Desv. Tipica Estadistico t Valor p
const 410.176 63.4653 6.4630 0.0000
renta 33.0688 16.9773 1.9478 0.0643
precio —0.567865 0.155207 —3.6588 0.0014
Media de la vble. dep. 309.2000 D.T. de la vble. dep. 136.8369
Suma de cuad. residuos 275604.4 D.T. de la regresidn 111.9262
R? 0.386706 R? corregido 0.330952
F(2,22) 6.935942 Valor p (de F) 0.004617
Log-verosimilitud —151.8215 Criterio de Akaike 309.6431
Criterio de Schwarz 313.2997 Hannan--Quinn 310.6573
p 0.158537 Durbin—--Watson 1.639491
v
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(@NIESESEETGELEINNEIM  Andlisis de bondad

Analisis de bondad de un modelo

Maximizar Verosimilitud y minimizar las medidas de informacién

Logaritmo de

Verosimilitud

AL A

InL = fg {1+In <27r

)]

Criterio de Akaike

Al A

AIC = nln (”n”> 4 2k + n[1 + In(27)]

Cirterio de Schwart

SIC = =2InL+ klin(n)

Criterio de Hannan-kinn

HQC = —2In L+ 2kIn(In(n))
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(@NIESESEETGELEINNEIM  Andlisis de bondad

Comparacion de modelos

Gretl. Salida del modelo: Archivo — Guardar como icono

Vista de iconos: Modelo j — Afadir a la tabla de modelos
Vista de iconos: Tabla de modelos

Estimaciones de MCO
Variable dependiente: demanda

(1) (2) (3)

const 410,2** 470,3** 276,6%*
(63.47) (58.73) (64.39)
renta 33,07* 11.06
(16.98) (19.69)
precio —0,5679** —0,4608**
(0.1552) (0.1537)
n 25 25 25
R? 0.3310 0.2497 -0.0294
V -151.8 -153.8 -157.8

Desviaciones tipicas entre paréntesis
* indica significativo al nivel del 10 por ciento
*%x indica significativo al nivel del 5 por ciento
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(@NITESESEETGEL EINNHIM  Contrastes individuales

Contraste de significacién individual

o Hipdétesis:

Ho: ,BJZO
Hi: Bj#0

Bajo la hipdtesis nula la variable X; no tiene
sentido

Discrepancia:

Nivel critico:

Supuesto de trabajo: u=~ N(0,0%l) = B~ N(3,0%(X'X)"1)

N

B — B;

ds = ~ th_k
B: R n
j S,Bj

p=P (|t,,_k| > ‘déj

)

e CONCLUSION: Si p es bajo (discrepancias muestrales elevadas)
rechazamos la hipdtesis y concluimos que la variable asociada al

pardmetro es significativa
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(@NITESESEETGEL EINNHIM  Contrastes individuales

Contraste de significaciéon individual con Gretl

Coeficiente Desv. Tipica Estadistico t Valor p

const 410.176 63.4653 6.4630 0.0000 * K%
renta 33.0688 16.9773 1.9478 0.0643 *
precio —0.567865 0.155207 —3.6588 0.0014 * ok *

Los asteriscos representan el nivel de significatividad de los coeficientes:

@ *** F| coeficiente de la variable es significativo al 1%
@ ** E| coeficiente de la variable es significativo al 5%
@ * El coeficiente de la variable es significativo al 10 %

o El coeficiente de la variable no es significativo al 10 %

demanda = 410,176 + 33,0688 renta — 0,567865 precio
(63,465) (16,977) (0,15521)

T=25 R>=03310 F(2,22)=6,9359 & =111,93
(Desviaciones tipicas entre paréntesis)
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(@NESEHERTGEL EINNEIM  Contrastes de restricciones lineales
Contraste sobre subconjuntos de parametros
o Hipétesis:

» Bajo la hipdtesis nula se imponen ciertas

Ho: RB =p3* restricciones
Hi: RB # 37 » R: Matriz de r filas (restricciones) y k columnas
(pardmetros)

@ Discrepancia:

<‘AJ;?‘AJR - f’/f’> (n - k> Er » UR: Residuos modelo restringido
~ T n—k

= R . . ..
uu r » (: Residuos modelo sin restricciones

o Nivel critico: |p= P (F,_, > F")

o CONCLUSION: Si p es bajo se rechaza la hipétesis y se concluye ‘
que las restricciones no son admisibles G
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(@NESEHERTGEL EINNEIM  Contrastes de restricciones lineales

Contrastes sobre parametros. llustracion

Modelo:
Y = [1+ BoXo + B3X3 + BaXs + B5 X5 + u
o Hipoétesis: Hy : o+ B4 =4, [3 =205

e Hy: R3=p0"
0101 0 . (4
R:(0010—2> ﬁ‘(o)

Modelo libre: Y = /3’1 4 Bzxz -+ B3X3 4 B4X4 as Bsxs
Modelo restringido: Y* = 35 + 35Xa + 25 X3 + (4 — B3)Xa + 5 Xs

Discrepancia:
aL0r — 0/ n—>5
RYR oy (2
' 2 n—s

Ana J. Lépez y Rigoberto Pérez (Dpto Econc T3. El modelo lineal basico Curso 2010-2011 35 /41

v




(@NESEHERTGEL EINNEIM  Contrastes de restricciones lineales

Test de restricciones. llustracidon

Modelo libre
Demanda = Bl + Bz Renta + /3’3Precio

Hipdtesis
@ La demanda auténoma es de 400 unidades

o El efecto marginal de renta sobre la demanda es 60 veces mayor y de
signo contrario al del precio

|81 =400 B, + 6085 = 0|

Modelo restringido

Dmda =400 — 6053 Renta + 33 Precio

@
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Contrastes asociados al modelo

Test de restricciones. llustracién Gretl

Gretl. Salida del modelo: Contrastes — Restricciones lineales

Especificar restricciones:
(Por favor, consulte la Ayuda para mas informacion)

Contrastes de restricciones lineales

b[1]1=460
b[2]+66*b[3]1=0

Conjunto de restricciones
" : blconst] = 400
e : b[renta] + 60xb[precio] = 0

Estadistico de contraste: F (2, 22) =
Estimaciones restringidas:

0.

0218156, con valor p = 978442

Coeficiente Desv. Tipica Estadistico t Valor p
const 400.000 7.57082e-07 5.283e+08 2.63e-194 kK
renta 35.5710 5.67256 -5.742 6.45e-06  x*x
precio -0.54285 0.0945427 -5.742 6.45e-06 * kK
Desviacidn tipica de la regresidén = 107.267
v
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Prediccién

Prediccién estédtica y dindmica

Horizonte h=1

Prediccion estética con horizonte 1, basada en los datos registrados

(one-step-ahead forecast)

Periodo muestral o de estimacion

Horizonte cambiante

Prediccion dindmica con horizonte cambiante basada en valores previstos

(multi-step forecast)

I

Periodo muestral o de estimacion

7
o 4
_—
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Prediccién

Elaboracién de predicciones

Para elaborar predicciones a partir de un modelo y = X3 + u
serd necesario asignar valores a las variables explicativas, mediante el

vector:
xo' = (1, X20, X30, -, Xko)

Prediccién puntual
La prediccién de Y vendrd entonces dada por:

Y() = X6ﬁ

Error de prediccidn

e% = Yo — Yo

Varianza del error de prediccién
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Elaboracién de predicciones

Intervalo de confianza para la prediccidn

Intervalo de confianza al nivel 1 — « para la predicciéon de Y condicionada
al vector xg

[\A/o — kS\/l + x5 (X'X)~1xg, Yo + kS\/l + xf)(xlx)_lxo}

siendo k el valor tal que P (|t,—x| > k)=1—«

Riesgo de prediccion
El riesgo de la prediccién dependerd de factores como:
@ La bondad del modelo en el que se basa

@ El tamafio muestral del modelo estimado (al aumentar n disminuye el riesgo, ya
que afecta a Sy (X'X) ™)

@ El horizonte de prediccién h (las predicciones dindmicas se basan en predicciones
anteriores, y por tanto el riesgo aumenta con el horizonte temporal)

v
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Prediccién

Riesgo de prediccién

Las predicciones pueden ir referidas al valor esperado de Y o al valor
observado de esta variable.

En ambos casos la prediccién puntual es la misma, pero en cambio el

riesgo es mayor si la prediccién va referida al valor observado. Mas
concretamente las bandas de confianza serian:

Para Y /xg

[% — kS\/l + x5 (X'X)~1xg, Yo + kS\/l + X6(X’X)—1x0]

Para E(Y /xp)

[% — kS /xp(X"X)"1xq, Yo + kS| /x;,(X/X)—lxo]
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