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Modelos multiecuacionales

Competencias

Este dltimo tema presenta de forma introductoria los principales conceptos
asociados a los modelos multiecuacionales. A su finalizacién se pretende
que los estudiantes estén en condiciones de:

@ Estudiar la identificabilidad de un modelo de ecuaciones simultdneas

@ Conocer el método de estimacién de minimos cuadrados bietdpicos y
el papel de las variables instrumentales

@ Especificar y estimar modelos multiecuacionales sencillos con el
programa Gretl
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Los modelos multiecuacionales

. Sistemas de ecuaciones
Ecuaciones aparentemente no

: . simultdneas (Simultaneous
relacionadas (Seemingly

Unrelated Equations, Modelos EqUETon [loela SiE)
SUR) o Equilibrios oferta-demanda
@ Modelos

@ Demanda de varios articulos -
multiplicador-acelerador

@ Produccién de varias

empresas industriales @ Modelos de economia

- internacional
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Los modelos multiecuacionales: SUR y SEM

Modelos de consumo

@ Modelo uniecuacional estdtico: ’ Ce=pPo+ iR + ut‘
@ Modelo uniecuacional dindmico: ’ C=pPo+ PR+ B2Ce1 + Uy
@ Modelo SUR

G =B + BiR: + uf
CtPZﬁg-i-,Bth-Fuf

e Modelo de Ecuaciones Simultaneas (SEM)

Ct = Bo + B1R: + u;
Rt:Ct+/t
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Ejemplos: Modelos de oferta-demanda

Modelo 1 (M1)

Q¢ = a1 + aaP; + ur  (Demanda)
QF = Br+ BoPr + u2e (Oferta)
Qf=Qf

Modelo 2 (M2)

Qf = a1 + aaP; + 3Ry + u1r  (Demanda)
Q7 = B1 + B2Pr + uo; (Oferta)
Qf = @7
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Los modelos multiecuacionales: SUR y SEM

Ejemplos: Modelos de oferta-demanda

Modelo 3 (M3)

Qf = a1+ axPr +azRe + e (Demanda)
QP = P1+ BoPr + B3Pe_1 + uyy  (Oferta)
Q= Q7

Modelo 4 (M4)

Qf = a1+ aaPt + a3R + a4 Q-1 + v1r  (Demanda)
QF = B1+ BoPr + B3Pr—1 + uat (Oferta)
Qf =@
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Modelos de ecuaciones simultdneas

Formalizacion de modelos SEM

Explicacién de la observacién i de la ecuacién h:

Yhi = Qp1y1i + -+ ChmYmi + Brixii + - - 4 BrkXki + Upj
Vi=1,2,---,n, Yh=1,2,---,m

yirz Yer 0 Ymi yir Yer 0 Ymi Q11 Q21 am1
yi2 Yoo ot Ym2 yi2 Y2 ot Ym2 Q12 Qo2 v g2
} . =1 . o . ) . . S

Yin  Yon e Ymn Yin  Yon e }/mn_ O1m om e Oémm_
xu xo1 oo Xer| [Bu B o0 Bm Uil oyttt Uml
X12 X220 Xk2 B2 B - Bme Ui U - Um2

+ . . . + | . : . :

Xin Xon crr Xkn ﬂlk ﬂ2k e ﬂmk_ Uin Uzn e Umn_

Y=Ya+XB3+U
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Modelos de ecuaciones simultdneas

Forma estructural y reducida

Forma estructural

Y =Ya+X3+U|

Y-Ya=X3+U

Y=XB(I-a)1+U(l-a)?

Forma reducida

= |Y=XMN+V
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Modelos de ecuaciones simultdneas

Forma estructural y reducida (M1)
Forma estructural

aquélla en que la variable
o enddgena se expresa en
Qf = a1 + aaPr +uye  (Demanda) funcién de variables

Q% = B1 + BoP: + uy; (Oferta) predeterminadas

a1 + aPt +uye = B + BoPr + uge

Pi(ao — B2) = (B1 — a1) + (uze — uyy)

Forma reducida
_ Bi—on | upe— Uy

= m11 + Vit
o — B op— o

Q: = P11+ Bolmi1 + vie] + uoe
= [B1 + Bom11] + [B1v1t + uot]= 21 + vo;

T6. Modelos multiecuacionales Curso 2010-2011
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Modelos de ecuaciones simultdneas

Hipdtesis basicas

uip U1 Um1
U2 U Um2 .
m @ Ecuaciones: h=1,...,m
@ Observaciones i =1,...,n
Uin Uzp e Unm

Perturbaciones esperadas nulas

E[ul,-,...,um,-]:0, Vi:].,...,n

Matriz de var-cov escalar para cada ecuacién

Un1 o7 0 O
Cov(up) =E || ¢ |(um - wm)| =0 o2 :|=0kh
Upn 0o ... ‘7/21
Homodecasticidad: E(v?,) =02, Vi=1,...,n;

Incorrelacién serial: E(upjup) =0; Vj#i=1,...,n

v

Ana J. Lépez y Rigoberto Pérez (Dpto Econc T6. Modelos multiecuacionales Curso 2010-2011 11 / 41



Modelos de ecuaciones simultdneas

Hipdtesis basicas

Uil U1 Um1
U2 U Ump .
m @ Ecuaciones: h=1,...,m
@ Observaciones i =1,...,n
Uin Uzp e Unm

Homocedasticidad interecuaciones

uy; Jg11 *°° O1m
Cov(uj))=E : (uli Umi) = | : f =2

Umij Omi *°° Omm

Correlaciones entre errores de ecuaciones constantes en las n observaciones |
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Modelos de ecuaciones simultaneas B ERCENENTE ChjHjTeETelel !

Problema de la identificacion

Q

i Es posible distinguir las dos ecuaciones del modelo?
iEs posible determinar los parametros estructurales a partir de los
reducidos?
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Modelos de ecuaciones simultaneas B ERCENENTE ChjHjTeETelel !

|dentificacion oferta-demanda (M1)

Qf = a1 + aoP: +uir  (Demanda)
Q7 = B1 + B2P: + uye (Oferta)

Las ecuaciones de oferta y demanda no estan identificadas en este modeIoJ
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Modelos de ecuaciones simultaneas B ERCENENTE ChjHjTeETelel !

|dentificacion oferta-demanda (M2)

td = a1+ aP: + a3Re + v (Demanda)
QF = P+ BoPr + w2 (Oferta)

: )

Qe
Q,
Q¢
b
Al completar la especificacién de la demanda es posible identificar la
ecuacioén de oferta
T6. Modelos multiecuacionales Curso 2010-2011 15 / 41
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Modelos de ecuaciones simultaneas Problema de la identificacién

Identificacidn

@ El problema de la identificacién se centra en analizar si es posible
obtener los parametros estructurales una vez conocidos los reducidos.

@ Este problema es equivalente a observar si las ecuaciones del modelo
son distinguibles de las demdas o de cualquier combinacién lineal de las
mismas.

@ La respuesta se obtiene del andlisis del sistema de ecuaciones que
recoge parametros estructurales en funcién de los reducidos

Sistema de ecuaciones Modelo

Incompatible No identificado
Compatible determinado Exactamente identificado
Compatible indeterminado | Sobreidentificado

Ana J. Lépez y Rigoberto Pérez (Dpto Econc T6. Modelos multiecuacionales Curso 2010-2011 16 / 41



Modelos de ecuaciones simultaneas B ERCENENTE ChjHjTeETelel !

Condiciones de identificacidon

Condiciones de orden (Necesarias)

Anilisis de la compatibilidad del sistema

Condiciones de rango (Necesarias y Suficientes)

Analisis del rango de la matriz A

Namero de variables | Predeterminadas | Endégenas
Ecuacién k’ m'’
Modelo k m
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Modelos de ecuaciones simultdneas Problema de la identificacién

Identificacién. Condicién de rango

Una ecuacién serd IDENTIFICADA o SOBREIDENTIFICADA si y sélo
si, ademas de verificarse las condiciones de orden, la matriz A construida
con los coeficientes de las variables excluidas de la ecuacién analizada-
enddgenas y predeterminadas- e incluidas en el resto de las ecuaciones del

modelo tiene rango m-1

No identificada Identificada Sobreidentificada

k+m—(k'+m)y=m—-1| kdtm—(k+m')>m—-1

k+m—(k'+m)<m-1

k—k' <m' -1 k—k'=m-1 k—k'>m' -1

yir(A)=m—1 yir(A)=m—1

o bien: r(A) < m—1
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Modelos de ecuaciones simultaneas eSS ERCERERT S Te=tetl)

Identificacidn del modelo oferta-demanda M1

Qf = a1+ awP: +uir  (Demanda)

o 4 parametros estructurales
Q7 = b1+ B2Pe + uye (Oferta)

Forma reducida

P =711 +vie
Q: =mog + vy

2 parametros reducidos

NO IDENTIFICADO. No es posible obtener 4 pardmetros estructurales a
partir de 2 reducidos

Modelo | m=2 | k=0 | CN de Orden
Ec. 1 m'=2 | k'=0 | k-k'=0<m’-1 | No Identificada
Ec. 2 m'=2 | k'=0 | k-k'=0<m’-1 | No ldentificada
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Modelos de ecuaciones simultdneas Problema de la identificacién

Identificacidn del modelo oferta-demanda M2

Qf = a1+ P + asR: + uir  (Demanda)

o 5 pardmetros estructurales
QF = B+ B2Pr + 2 (Oferta)

Forma reducida

P: =m1+ m2Re +vit
Q: = m1 + ™Rt + v

4 parametros reducidos

NO IDENTIFICADO. No es posible obtener 5 pardmetros estructurales a
partir de 4 reducidos

Modelo | m=2 | k=1 CN de Orden
Ec.1 | m'=2| k'=1 k-k'=0<m’-1 No ldentificada
Ec. 2 m'=2 | k'=0 k-k'=1=m’'-1 Identificada
p(A)=1=m-1 Identificada
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Modelos de ecuaciones simultaneas B ERCENENTE ChjHjTeETelel !

Identificacion del modelo oferta-demanda M3

Qf = a1 + aoP; + azR: + v (Demanda)

Y 6 pardmetros estructurales
Qf = Br+ B2Pe + B3Pr—1 + ua: (Oferta)

Forma reducida

P: =mu1 4+ moR: + m13Pe—1 + vi;
Q: = m1 + moR: + m3Pr_1 + Vot

6 parametros reducidos

IDENTIFICADO. Es posible obtener 6 pardmetros estructurales a partir de
6 reducidos

v

Modelo | m=2 | k=2 CN de Orden
Ec. 1 m'=2 | k'=1 k-k'=1=m’'-1 Identificada
Ec.2 | m'=2 | k'=1 k-k'=1=m’'-1 Identificada
p(A) =1= m—1 | Identificada
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Modelos de ecuaciones simultaneas B ERCENENTE ChjHjTeETelel !

|dentificacion del modelo oferta-demanda M4

Q) = a1 + P+ asRe + asQe—1 + ure  (Demanda)

Y 7 parametros estructurales
QF = P14 B2Pr + B3Pr—1 + uae (Oferta)

P: =mi1+moRe + m13Pr—1 + m14Qe—1 + Vit
Q: = m1 +m0oR; +m3Pr_1 4+ m4Q—1 + vor

8 parametros reducidos
SOBREIDENTIFICADO. Infinitas maneras de obtener 7 pardmetros
estructurales a partir de 8 reducidos

Modelo | m=2 | k=3 | CN de Orden
Ec. 1 m'=2 | k=2 | k-k'=1=m’'-1 Identificada
Ec. 2 m'=2 | k'=1 | k-k’'=2>m’-1 | Sobreidentificada
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Modelos de ecuaciones simultdneas

Identificacién del modelo oferta-demanda M4.
Condicién suficiente de rango

Qf =1+ P+ azRi + s Qi—1 + ur  (Demanda)
QF = Br+ BoPe + B3Pe—1 + w2t (Oferta)

QY — a1 — aaPy — 3Ry — s Qi1 — OPr_1 = uyy
Qf - /81 - ﬂth—ORt —0Q:—1 — /83Pt—1 = Uzt

A= (—p3) p(A)=1=m-1 Identificada
A= (—a3,—a) 1 p(A) =1= m—1 | Sobreidentificada
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Modelos de ecuaciones simultaneas Métodos de estimacién

Estimacidon de modelos multicuacionales
Minimos Cuadrados Ordinarios (MCO)

@ No aplicables si las variables explicativas X estdn correlacionadas con
u (estimadores sesgados e inconsistentes).

@ Aplicables en modelos recursivos

Minimos Cuadrados Indirectos (MCI)

@ Aplicables en modelos y ecuaciones perfectamente identificados

Minimos Cuadrados bietdpicos (MC2E) o Variables Instrumentales

@ Aplicables en modelos y ecuaciones identificados o sobreidentificados
(método de variables instrumentales, VI)

Minimos Cuadrados Trietdpicos (MC3E) y Otros
@ Estimacién con informaciéon completa de todo el sistema

e Madxima Verosimilitud (MV), Método Generalizado de Momentos
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Modelos de ecuaciones simultaneas YIS Eele (e ERCET ETeIleN)]

Minimos cuadrados indirectos (MCI)

@ Obtencién de las ecuaciones reducidas

@ Estimaciéon MCO de estas ecuaciones

» Estimadores consistentes

» Bajo condiciones de normalidad de las perturbaciones o con variables
predeterminadas exdgenas los estimadores MCO coinciden con los MV,
siendo por tanto insesgados y eficientes

@ Cilculo de los pardmetros estructurales a partir de los reducidos
(exige perfecta identificacién)
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Modelos de ecuaciones simultaneas Métodos de estimacién

Minimos cuadrados bietdpicos (MC2E)

Y=Ya+ X3+ U
Y: Variables explicativas enddgenas, correlacionadas con U

Etapa 1

@ Estimacién por MCO en forma reducida de aquellas variables
enddgenas que aparezcan como explicativas en otras ecuaciones.
@ En esta etapa se necesitan Variables Instrumentales

(predeterminadas) que estardn correlacionadas con las variables
explicativas pero no con las perturbaciones

Etapa 2

@ Sustitucién de las variables endégenas por sus valores estimados y
estimacion por MCO del modelo en su forma estructural

@ Los estimadores MC2E coinciden con MCI para sistemas identificados

v
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Modelos de ecuaciones simultaneas Métodos de estimacién

Contrastes de endogeneidad. Test de Hausman

o El test de Hausman contrasta la hipétesis nula de exogeneidad, en
cuyo caso los estimadores MCO serdn consistentes y no resulta
necesaria la estimacién bietdpica

@ Los estimadores MC2E son adecuados con variables explicativas
enddgenas

@ En cambio si las variables explicativas son exdgenas las estimaciones
bietdpicas tienen varianzas elevadas

o El test de Hausman se basa en comparar los estimadores MCO vy
MC2E

o Si las variables explicativas son exdgenas ambos estimadores seran
consistentes, pero si en cambio se detectan diferencias significativas
entre los estimadores entonces existirdn variables explicativas
enddgenas.
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Modelos de ecuaciones simultaneas Métodos de estimacién

Contraste de Sargan

El test de Sargan contrasta la hipétesis nula de que todos los
instrumentos son validos

Se dice que un modelo estd sobreidentificado cuando hay mas
instrumentos de los estrictamente necesarios

Supongamos 2 instrumentos Zy; y Z»;. Podemos llevar a cabo dos
estimaciones separadas por MC2E

Si las estimaciones son muy distintas, alguno de los instrumentos o los
dos, deben estar mal y no deben de ser incluidos:

@ Se estima la ecuacién mediante MC2E
@ Se hallan los residuos

@ Se hace la regresién de los residuos sobre los instrumentos y las
variables

@ Se realiza un test de restricciones lineales (F), contrastando la nulidad
de los coeficientes de los instrumentos

o El estadistico mF sigue una an_k
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Modelos de ecuaciones simultaneas Métodos de estimacién

Contraste de instrumentos débiles

Este test contrasta la hipétesis nula de debilidad de los instrumentos,
que origina problemas en la estimacién bietdpica

Los instrumentos seran débiles si todos sus coeficientes son nulos o
cercanos a cero. Los instrumentos débiles explican muy poco la variacién
de Y

Los coeficientes estimados por MC2E serdn muy sensibles a cambios en la
muestra

La normal no es una buena aproximacién para los coeficientes estimados
(mejor un cociente de normales correlacionadas)

Contraste F en la primera etapa: Todos los coeficientes de los
instrumentos son nulos

Con valores de F inferiores a 10 debemos considerar que el conjunto de
instrumentos es débil
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Modelos de ecuaciones simultdneas

Métodos de estimacién

Estimacion MC2E con Gretl

Gretl: Modelos — Variables instrumentales — Minimos cuadrados en dos etapas ...

Qi
Pi

= a1+ P+ a3R;i + u;

B1 + B2 Qi + B3Pub; + up;

800
+|

const
cantidad
publicidad
precio
renta

I\ gretl: especificar modelo
Minimos cuadrados en dos etapas

Variable dependiente

» cantidad

Seleccion por defecto

Variables independientes

Q const
~—_||precio
<@ renta ~

Instrumentos

const
renta
é publicidad =

Las variables instrumentales son predeterminadas y estdn correlacionadas
con las explicativas pero no con u

Ana J. Lépez y Rigoberto Pérez (Dpto Econc
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Modelos de ecuaciones simultaneas YIS Eele (e ERCET ETeIleN)]

Estimacion MC2E con Gretl

Modelo 1: MC2E, usando las observaciones 1--50
Variable dependiente: cantidad
Mediante Instrumentos: precio

Instrumentos: const renta publicidad

Coeficiente Desv. Tipica z Valor p

const —0.333138 0.0922406 —3.6116 0.0003

precio 0.0446308 0.00237846 18.7646 0.0000

renta —0.666588 0.0350024 —19.0441 0.0000
Media de la vble. dep. 1.029100 D.T. de la vble. dep. 0.146723
Suma de cuad. residuos 0.083779 D.T. de la regresidn 0.042220
R? 0.961191 R? corregido 0.959540
F(2,47) 200.4529 Valor p (de F) 9.80e-24
Log-verosimilitud —9.058939 Criterio de Akaike 24.11788
Criterio de Schwarz 29.85395 Hannan--Quinn 26.30221

El valor R-cuadrado para los modelos estimados a través de MC2E es el
cuadrado de la correlacién entre la variable dependiente y los valores
ajustados

V.
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\V[eYe S CENC ERCISTETS N EIS T T ENEEEIN. Métodos de estimacion

Estimacion MC2E con Gretl

Continua la salida anterior

Modelo 1: MC2E, usando las observaciones 1--50
Variable dependiente: cantidad
Mediante Instrumentos: precio

Instrumentos: const renta publicidad

Contraste de Hausman —-—
Hipdtesis nula: Los estimadores de MCO son consistentes
Estadistico de contraste asintético: x2(1) = 3136.92
con valor p = 0

Contraste de Instrumento débil --
First-stage F(1,47) = 38.8675
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\V[eYe S CENC ERCISTETS N EIS T T ENEEEIN. Métodos de estimacion

Estimacidon de modelos simultdneos con Gretl

Gretl: Modelos — Ecuaciones simultdneas

8,00 \| gretl: sistema de

Especificar ecuaciones simultaneas:
(Por favor, consulte la Ayuda para mas informacion)

equation cantidad precio renta const
equiation precio cantidad publicidad const
endog cantidad precio

[ Estimacion iterativa

[ Mostrar los detalles de las iteraciones

Estimador §Minimos cuadrados en dos etapas (tsls)

Otros comandos

o instr lista de instrumentos (no necesaria cuando se especifican las v.
enddgenas)

o identity para explicitar identidades
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Modelos de ecuaciones simultaneas YIS Eele (e ERCET ETeIleN)]

Sistema de ecuaciones, Minimos cuadrados en dos etapas
Gretl: Modelos — Ecuaciones simultdneas
Ecuacidn 1: MC2E, usando las observaciones 1--50

Variable dependiente: cantidad
Instrumentos: renta const publicidad

Coeficiente Desv. Tipica z Valor p
const —0.333138 0.0922406 —3.6116 0.0003
precio 0.0446308 0.00237846 18.7646 0.0000
renta —0.666588 0.0350024 —19.0441 0.0000

Media de la vble. dep. 1.029100 D.T. de la vble. dep. 0.146723
Suma de cuad. residuos 0.083779 D.T. de la regresidn 0.042220

Ecuacidén 2: MC2E, usando las observaciones 1--50
Variable dependiente: precio
Instrumentos: renta const publicidad

Coeficiente Desv. Tipica z Valor p
const —15.5759 21.8811 —0.7118 0.4766
cantidad —69.7652 27.9188 —2.4989 0.0125
publicidad 0.953058 0.307941 3.0949 0.0020
Media de la vble. dep. 54.12900 D.T. de la vble. dep. 4.943585
Suma de cuad. residuos 3624.282 D.T. de la regresidén 8.781366
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\V[eYe S CENC ERCISTETS N EIS T T ENEEEIN. Métodos de estimacion

Sistema de ecuaciones, Minimos cuadrados en dos etapas

Gretl: Modelos — Ecuaciones simultdneas

Sistema de ecuaciones, Minimos cuadrados en dos etapas

Matriz de covarianzas cruzada residual
(correlaciones por encima de la diagonal principal)

0,0016756 (—0,994)
—0,34628 72,486

logaritmo del determinante = —6.47093
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Modelos de ecuaciones simultdneas

Problemas de identificacién en Gretl

Excluimos la variable publicidad en el ejemplo anterior

PYeTe X\ gelsistema,d scusciones simulté

Especificar ecuaciones simultaneas:
(Por favor, consulte la Ayuda para mas informacion)

equation cantidad precio renta const
equation precio cantidad const
endog cantidad precio

[J Estimacion iterativa

[J Mostrar los detalles de las iteraciones

Estimador Minimos cuadrados en dos etapas (tsls)

No se satisface la condicidén de orden para la identificacidn.
Se necesitan al menos 1 instrumentos més.
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Evaluacién de modelos multiecuacionales

Evaluacién de modelos multiecuacionales

Para cada ecuacién individual es posible utilizar los indicadores habituales
(coeficiente de determinacién, medidas basadas en errores cuadraticos, ...).
En ocasiones se calcula un Coeficiente de determinacion para el
sistema que resume la bondad de las ecuaciones individuales
ponderandola por su dispersién:

g

§ R2 Sh

h=1 2
35
Jj=1

Sin embargo, es posible que algunas ecuaciones mas dificiles de modelizar
sean compensadas por otras mds perfeccionadas.

Ademads, seria una simplificacién excesiva afirmar que un modelo es bueno
cuando lo son todas sus ecuaciones, ya que es mas importante la estructura
global del modelo que la de las ecuaciones individuales que lo integran.
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Algunos casos de estudio

Modelo simplificado de Economia Mundial (Klein,
1921-1941)

o :a1+oz2(W1+ WQ),'—l-Oé37T,'+u1,'
li = p1+ p2mi + p3mi—1 + paKio1 + w2
Wii =01+ 0(Y+T—-Wa)i+83(Y+T—Wa)i_1+0dai + us;i
YitTi =G+1Ii+G
Yi = Wi+ Woi+m;
VK, = I;

C | Consumo privado W4 | Salarios sector privado
W, | Salarios sector publico Beneficios

| Inversién privada Stock de capital privado
Y | Renta Nacional Impuesto sobre empresas
G | Gasto publico (excepto salarios) | VK | Variacién de K

—| x| =
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Algunos casos de estudio

Modelo multiplicador-acelerador

C =o1+aaYe+ urr
li =81+ B2Ye + B3Ye—1+ Uzt
Ye =C+ 1+ G

Consumo
Renta Nacional
Inversion
Renta Nacional retardada | Enddgena retardada
Gasto publico
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Algunos casos de estudio

Modelo simplificado salario-precio

We = a1+ aaPr+ azQ + urt
P: = f1+ Bo Wi + uyt

Salario

Precio
Produccién

Ec. 1 No identificable
Ec.2| 2 |0 1 1 Identificable
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