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« Problema genérico

Introduccidén

Mecanismo
distorsionador

\ 4

Fuente

Estado generado Observacion
por la fuente

« La fuente puede generar un conjunto finito de estados H,...,Hy
llamados hipotesis

« Objetivo: determinar la hipétesis mas probable a partir de la
observacion realizada
— Basado en:
« Conocimiento de las hipotesis

« Conocimiento de las caracteristicas del mecanismo distorsionador (ej.: canal,
ruido, etc.)




Introduccidén

Ejemplo: comunicaciones digitales

Fuente Canal

binaria

AWGN

160 Observacion

Se trata de un problema con dos hipotesis (1y 0)

El mecanismo distorsionador consta del propio canal de
comunicaciones y del ruido aditivo blanco gaussiano

Cuando el nimero de hipétesis es dos, el problema se denomina
problema de decision binario basico (o simple)

Cuando el nimero de hipotesis es mayor que dos, el problema de
decision se suele denominar problema de clasificacion



Decision entre M
hipotesis

El proximo caso de interés es aquel en el que debe escogerse entre M posibles hipotesis
(no necesariamente 2)

En el caso simple binario se consideran dos posibles salidas de la fuente, cada una de las
cuales corresponde a una hipotesis

En este nuevo caso se consideran M posibles salidas de la fuente entre las que hemos de
tomar una decision a partir de una observacion

— Es habitual que el problema con mas de dos hipotesis se denomine clasificacion

— También es habitual que en clasificacion las hipotesis se refieran como clases

El fundamento del problema de clasificacion es el mismo que el de decision binaria, aunque,
l6gicamente, mas general

El espacio se divide en diferentes regiones asignadas a cada hipotesis en funcion de
criterios de distancia o distancia ponderada



Decision entre M S Ejemplos:
hipotesis




Decision entre M

JIESS)  «  E| problema de decision entre M hipGtesis puede plantearse segln los mismos criterios que
el binario:

— Criterio de minima probabilidad de error

Se maximiza la probabilidad de deteccion correcta, calculado a partir del teorema de probabilidad
total

— Decision/clasificacion Bayesiana

Se asigna un coste a cada decision (M2 posibles), se asume un conjunto de probabilidades a
priori Py, Py, ..., Py.1, Y S€ minimiza el riesgo

— Generalizacion del criterio de Neyman-Pearson

Es posible, pero generalmente no se utiliza en la practica




Decision entre M [
hipotesis

Criterio de minima | o - ,

probabilidad de error — Ejemplo: comunicaciones digitales, 4 simbolos (-3, -1, 1y 3)

Partamos de un caso con M hipotesis equiprobables y una unica observacion X (caso
unidimensional)

« Teorema de probabilidad total: la probabilidad de error es
M
P. = ZP(H,;)P(B?"TOT\Hi,)
i=1

* Y lade clasificacion correcta

M

P. = Z P(H;)P(acierto|H;)
1=1




SEMEIVINCIERIE .« |3 minimizacion del error o la maximizacion del acierto conducen a la obtencion de la region
hipotesis R.

Criterio de minima " L
probabilidad de error R; ) f(z|H;) > f(x|Hj) YVj#1

« Puede entenderse intuitivamente:
— Comparacion hipotesis a hipotesis por pares

— Region de maxima densidad de probabilidad

flx|H;)




Decision entre M
hipotesis R; | f(z|H;) > f(x|H;) Vj+#i
Criterio de minima

SEWIDERIDERIIIE  «  Esta expresion realmente es un cociente de verosimilitud equivalente al de decisién ML (0

caso equiprobable):

R.:
fem) 5 o 7

 Si R; representa todo el espacio distinto a la region R;:

M
R;= ) R,

j=1,j#4

de algin modo se esta realizando una decision binaria simple con dos nuevas hipétesis, H;
y H,,»; , que ocupan respectivamente regiones del espacio R; y R;




Decision entre M [
hipotesis
Criterio de minima
probabilidad de error

Si se tratase de hipotesis no equiprobables:

R.
fle|H;) _° P(H;) . .
f@lH,) & P 7

J

P(H;)f(x|H;)

Al igual que en decision binaria, se ponderan las funciones densidad de probabilidad con las
probabilidades a priori de cada clase




DEVEONENICAIE « Caso N-dimensional
hipotesis . R;
Criterio de minima f(Z|H;) > P(H;) Vi £
probabilidad de error F@H;) g P(H:)

con

N
f(z|H;) = H f(zn|H;)




Decision entre M
hipotesis

Criterio de minima
probabilidad de error
Caso gaussiano

Caso N-dimensional gaussiano con hipotesis equiprobables

Partiremos del caso bidimensional R; |
GLANS N
f(l:‘HJ) R; P(Hi-)

P(Hl) = P(Hg) — P(H@) — P(Hj) —

_ /ﬁ 2 . - f 2 o -
( l ) _%{ (F1=hi 2 (2t —hi )2 } I; ( 1,/ ) 1 [( 1;*; )24( zgh; )2]
T € > , €
TTCT | s’zﬂ-o.

/
Donde el vector de observacion es
T = [x1,20]

Desarrollando se obtiene que en la region R;:

(;L‘l —h?g)Q—f—(i}S‘g —h@)g < (;13‘1 —hj)g —f—(ib‘g —hj)Q, V7 75?,

que de nuevo es una medida de distancia (minima distancia) donde se escoge la hipotesis
7-esima de coordenadas [h;,h;]



Decision entre M
hipotesis

Criterio de minima
probabilidad de error
Caso gaussiano

Generalizando para el caso N-dimensional se obtiene que en R;
N N
S (@n - 52 <Y (@ — sV VG A
n=1 n=1

donde las coordenadas de cada hipotesis son

ﬁi — [Sg('l): 5(2)* L S(N)]
y el vector de observaciones es

T = {1131:1132:' . 91:3\'7}

¢,Qué sucede si las hipotesis no son equiprobables en el caso general?



DUNIIREEVENENEY  «  En el caso de dos hipotesis teniamos:
entre M hipotesis

— Se asume que se puede definir el coste de cada decision:

Cdo Coste de decidir /4 cuando ha sucedido /7, (acierto)
Clo Coste de decidir /; cuando ha sucedido /7, (error)
Coy Coste de decidir /4, cuando ha sucedido /7 (error)
o Coste de decidir /; cuando ha sucedido /7 (acierto)

— El coste total (riesgo) viene dado por

J = CooP(Ho)P(Ho|Hp) + Cr0P(Ho)P(H|Hop)
+Co1 P(Hy1)P(Hy|Hy) + C11P(Hy)P(H|Hy)

« En el caso de M hipotesis generalizamos los costes:

— El coste de cada decision es C;;
* Primer subindice: se decide la hipotesis 7~ésima

 Segundo subindice: la hipotesis _#ésima es cierta

— Se denota con R; la region del espacio de observacion en la que se decide la hipotesis H;




DEWNIIEEVENENE] . E| coste (riesgo) total queda entonces como
entre M hipotesis M—1M-—1

T=> 3 chi-j/R f(Z|H;)dz

=0 7=0

donde P; es la probabilidad a priori de la hipotesis H;

* Por sencillez estudiaremos el caso M=3 A

« Desarrollando encontramos que M hipotesis conducen a un espacio de decision de un
maximo de M-1 dimensiones

Bayesiano Ndimensional [Van Trees] Detection, Estimation, and Modulation Theory, Part 1.pdf

Trabajo opcional:

Estudio del documento y presentacion de un informe en Teams explicando el
desarrollo y su significado.

Limite de entrega: 20 de abril (23:59h).
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