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WIVEVIR  «  Problema genérico

Mecanismo
distorsionador

\ 4

Fuente

Estado generado Observacion
por la fuente

« La fuente puede generar un conjunto finito de estados /..., /4, llamados hipotesis

« Objetivo: determinar la hipotesis mas probable a partir de la observacion realizada

— Basado en:
« Conocimiento de las hipotesis

« Conocimiento de las caracteristicas del mecanismo distorsionador (ej.: canal, ruido, etc.)




Introduccidén

Ejemplo: comunicaciones digitales

Fuente Canal

binaria

AWGN

160 Observacion

Se trata de un problema con dos hipotesis (1y 0)

El mecanismo distorsionador consta del propio canal de comunicaciones y del ruido
aditivo blanco gaussiano

Cuando solo existen dos hipotesis el problema se denomina decision o deteccion

Cuando existen mas de dos hipotesis se denomina clasificacion



Introduccidén

« Laresolucion de estos problemas se basa en técnicas estadisticas

« El mecanismo que produce la distorsion se modela como un proceso estocastico cuyas
propiedades se conocen:

— Media
— Varianza

— Funcion de densidad de probabilidad

« Conocidas las propiedades del proceso estocastico que produce la distorsion, y
conocidas las hipotesis, se pueden conocer las propiedades del proceso resultante
(observacion) y determinar cual es la hipotesis mas probable dada la observacion
realizada




Problema de decision [REVIN IR0

Mecanismo
distorsionador

v

Fuente

Estado generado Observacion
por la fuente

« Un problema de decision simple se divide en cuatro componentes importantes:
— Lafuente
— Un mecanismo probabilistico de transicion (mecanismo distorsionador)
— El espacio de observaciones

— Laregla de decision




MONENENEVEWSOIE  « [ g fuente genera una salida de entre una serie de posibles elecciones (hipétesis). En el
caso mas sencillo, dos opciones (caso binario)

« En el caso de M hipotesis, se etiquetan como

 Algunos mecanismos de fuente ejemplo:
— Sistema de comunicaciones digitales (transmisor)
« Envia“l"y “0" etiquetados como 4, y 4

— Observacion de un RADAR en una determinada direccion del espacio

» /7, representa la presencia de un blanco, y Z, que no lo hay

— Problema de diagndstico médico a través del examen de un ECG

* Presencia de un ataque al corazon (/7;) 0 no (/)

— Clasificacion de locutores mediante un registro de voz:

 Aleman, Inglés o Esparfiol, y masculino o femenino: /- /7

— Etc.




Problema de decision

El mecanismo de transicion (o de distorsion) puede verse como un sistema que conoce
cual es la hipotesis cierta y, basado en este conocimiento, genera un punto en el espacio de
observacion segun una cierta regla probabilistica

El espacio de observacion, tal y como lo consideramos aqui, es de dimension finita:
— Las observaciones consisten en un conjunto de //nimeros
— La observacion se puede representar como un punto en el espacio /+dimensional
— Este problema se denomina problema clasico de deteccion

La regla de decision es el procedimiento mediante el cual se “determina” qué hipotesis es
la correcta

— Asigna cada punto del espacio de observacion a una de las hipotesis

— Es el objetivo del problema

El disefio de la regla de decision adecuada depende de como interactlan estos cuatro
componentes del problema



QUCIURNIIIIEY  « Al plantear la decision a partir de la observacion es necesario establecer un criterio de error
probabilidad de error adecuado

« Modelo binario tipico:

Fuente Ruido
binaria

v

I 0.5, Observacion
— Dos posibles hipotesis: Hy y H,
— Por ejemplo, la decision es optima si la probabilidad de error es minima
— Situaciones:
» Decidir H, cuando se trataba de H, — Error
* Decidir H, cuando se trataba de H, — Acierto

* Decidir H, cuando se trataba de H, — Acierto

» Decidir H, cuando se trataba de H, — Error




Criterio de minima
probabilidad de error

« Segun el teorema de Probabilidad Total, la probabilidad de error viene dada por:
P. = P(Hy)P(error|Hy) + P(Hy)P(error|Hy)
« A A,y A /) son conocidos: Probabilidades a priori
« Laobservacion z puede ser:
r=hg+n
r=hy+n
donde 7z es el ruido que distorsiona la observacion

« De este modo, la funcion densidad de probabilidad (fdp) de la observacion condicionada a la
hipotesis /7, dependera de la fdp del ruido

« Por ejemplo, si el ruido es gaussiano de media 0 y varianza o?

flalHo) = —o—e H(5)

2o




Criterio de minima
probabilidad de error

Representando ambas fdp:




Criterio de minima
probabilidad de error f(z|Hp) f(x|Hy)

1o hy

"
-

r € Ry & Hp
r e R < H;

« La decision se fundamenta en la hipotesis mas probable segun la
observacion obtenida.

« Se trata de minimizar la probabilidad de error




Criterio de minima
probabilidad de error f(z|Ho) f(z|Hy)

Hhy

1

1

I
»ie

I

xr € Ry < Hp
r e Ry < Hy

« La probabilidad de error para cada hipotesis es el area bajo su fdp
en la region que “no le corresponde”. Por ejemplo:

P(error|Hy) = f(z|Ho)dx
R,




Criterio de minima
probabilidad de error

P. = P(Ho)P(error|Hy) + P(Hy)P(error|H;)
P(error|Hy) = f(x|Hp)dx
R,

P(error|Hy) = f(x|Hy)dx
Ro

Sumando y restando (la igualdad no cambia)

+P(H)y) ; f(x|Ho)dxz — P(Hp) i, flx|Ho)dz

La minimizacion de P_ conduce a

flelHy) Tt P(Hy)

Cociente de verosimilitud
f(alHo) ;. P(H)

/ CRITERIO DE DECISION MAP
(Maximum a posteriori)




SN CININEN «  Graficamente:
probabilidad de error P(Hoy) f(x|Ho)

ho ' hq

Ry ' Ry
« El umbral se desplaza hacia la hipétesis menos probable reduciendo la region de decision

que le corresponde

« Mediante el Teorema de Bayes puede comprobarse que este criterio de decision es
equivalente a seleccionar la hipotesis /4 que tenga mayor probabilidad a posteriori A 4] z)




Crite.ri.o DCRNILINEY  «  Empleando el criterio de decision MAP se considera informacion a priori de la fuente de
probabilidad de error datos (probabilidades de las hipétesis)

« Cuando dicha informacion no es accesible se emplea el criterio de decision ML (Maximum
Likelihood, maxima vern<imilitid):
P (HU) =P (Hl)

flalt) !

f(alHo) g,

1




SUCHVCEINININEY < Partiendo del criterio de decision MAP particularizado para ruido gaussiano de media 0 y

probabilidad de error varianza o2
Caso unidimensional
gaussiano | 1 i(a=hoy?
x|Hp) = e 2\ @
f( ‘ 0) \/%O’

flalHy) = ——e 1(5)°

2TOo

1 1 w—hy 2 H

% U T P(H))
aXr—it ) <

7%85( =y P

« Desarrollando se llega a

A po Lt (P(HU))
< i
I, 2 hi — ho P(Hy)
S~ —— _
Umbral u

Observacion (estadistico suficiente)




GHCHONCRNIEY « En el caso ML:

probabili.dz.id de error P(Hy) = P(H;)
Caso unidimensional
gaussiano Hy ho + hy

Hy

Al no tener en cuenta informacion a priori, el umbral se fija en el punto medio entre las dos
hipotesis

e Una vez determinado el umbral (MAP o ML) nos interesa determinar la probabilidad de
error

P. = P(Hy)P(error|Hg) + P(Hy)P(error|Hy)

P, — P(I) /mf(xﬂg)dx+P(Hl)/_“ F (x| Hy ) dz




o0

Criterio de minima
probabilidad de error P, = P(Hp) /

L

7
#(2|Ho)dz + P(H:) / ? (2| Hy)da

Caso unidimensional Suponiendo, por ejemplo, A{H,)=P(H,)=0
gaussiano

—2—/ # (x| Ho)d

En el caso gaussiano:

Con un cambio de variable:

x — ho q dx
;dz = —

g o

= 1 1 = 1 1 d
PE:/hu+1 _Ed:ﬁ*:/ T2 zdzéQ(—)
-0 o dj2c V2T 20

/

= =

d=hy — hg Definicion




Criterio de minima
probabilidad de error
Caso unidimensional

gaussiano

donde

aes la distancia entre simbolos (hipotesis)
o es la desviacion tipica del ruido

La funcion ¢/ se resuelve mediante tablas o numericamente

Se trata de una funcion decreciente, de manera que
— La Z disminuye si aumenta &

— La Z disminuye si disminuye o

Ejemplo: Disefio en comunicaciones digitales
— Se fija la probabilidad de error especificada en el problema

— Se estudia el tipo de ruido (o)

— Se determina por medio de las tablas de la funcion ¢ la distancia entre simbolos necesaria



Procesado de Senal

Teoria de la Decision

Decision, criterios MAP y ML, minima Pe




	Teoría de la Decisión
	Introducción
	Introducción
	Introducción
	Problema de decisión
	Problema de decisión
	Problema de decisión
	Criterio de mínima probabilidad de error
	Criterio de mínima probabilidad de error
	Criterio de mínima probabilidad de error
	Criterio de mínima probabilidad de error
	Criterio de mínima probabilidad de error
	Criterio de mínima probabilidad de error
	Criterio de mínima probabilidad de error
	Criterio de mínima probabilidad de error
	Criterio de mínima probabilidad de error�Caso unidimensional gaussiano
	Criterio de mínima probabilidad de error �Caso unidimensional gaussiano
	Criterio de mínima probabilidad de error �Caso unidimensional gaussiano
	Criterio de mínima probabilidad de error �Caso unidimensional gaussiano
	Teoría de la Decisión

