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CALCULO
GRADO EN INGEN. INFORM. DEL SOFTWARE. 12-13
TEMA 4. FUNCIONES DE DOS VARIABLES

4.1: El planoR?
R? = {(X y)/ XxeReye R} conjunto de todos los pares ordenados de ndmeros reales

Ejercicio:
SeanA:{(x,y)eR2 / y2x3,x20,y20} , B:{(x,y)e R? /—1SXy£O}

Representar graficamente los dos conjuntos anteriores

/

A esta formado por los puntos del primer cuadrante situados “por encima” de la curva y = x®. B esta
formado por los puntos del segundo cuadrante situados “por debajo” de lacurva y = —1/Xx y también
por los puntos del cuarto cuadrante situados “por encima” de lacurva y =—-1/x.

Distancia en R?

Dados dos puntos del plano P = (xl : yl) y Q= (x2 , yz) , se define

2 2
d(P,Q) =+(4 — %) +(y, - ¥2)
Entorno cerrado y entorno abierto.

Se define entorno cerrado centrado en (x0 Yo ) e R? y radio r e R* como el conjunto de los
puntos del plano cuya distancia al centro es menor o igual a r. Se define entorno abierto centrado
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en (X0 : yo)e R? y radio r e R™ como el conjunto de los puntos del plano cuya distancia al
centroesmenora .

ES((X, Yo).F) = {(x, y)eR?/ \/(x—xo)2 +(y—Y,)? < r} = circulo de radio r
y centro (X, ,Y,)-

E*((%  YoloT) = . ) € R? 1 {J(x=x)7 +(y—yo)” <1}

4.2: Funciones de dos variables.

Se Ilama funcion real de dos variables reales a toda aplicacion f:D < R? — R , donde D
es un conjunto de puntos del plano denominado dominio de la funcion. Designaremos por (x , y) a
un elementode D ypor z= f(x, y) a su imagen por la aplicaciéon f .

Dom f ={(x,y)eR?/ f(x,y)eR} , Imf={zeR/3(xy)eD, f(xy) =2}

Ejemplos:

f(x,y)= 21 - Dom f =R*—{(0,0)}
x2+y

f(x,y) =log(x.y) ; Dom f :{(x,y)eRZ/ x>0,y>0}u{(x,y)eR2/x<0,y<0}

El conjunto de todos los puntos de R* de la forma (X, y, f(X, y)) con (x,y)e D formanuna
superficie que constituye la representacion la gréafica de la funcion f .

4.3: Limite de una funcidén de dos variables.

Limite doble de una funcidn de dos variables en un punto: definicion.

Sean f:DcR®*—>R vy (XO ,yo) un punto de acumulacion de D, es decir, en todo
entorno de (xo ,yo) existen puntos de D diferentes de (XO ,yo). La funcion f tiene limite
leR en el punto (xO ,yo) si “f(x,y)esta tan proximo a | como queramos siempre que
(X,y) este suficientemente préximoa (X, ,Y,)"

La definicidn rigurosa es la siguiente:

lim f(x,y)=1<
(x,¥)>(x0.¥0)

Ve>0 3550 | 0<(x=x)2+(y—=Yo)? <6 = |f(xy)-l|<e
(x,y)e D
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O depende, en general, de & y del punto (xO ,yo) .
El limite es independiente de que la funcidn este o no definida en el punto (XO Yo )

Limites direccionales.
a) Limites direccionales a través de rectas.

Consideremos una recta que pase por (x0 ,yo) con ecuacion: y = y, + m(X—Xy). Si nos
aproximamos al punto (x0 , yo) a través de una recta cualquiera que pase por ese punto, podemos
ver hacia qué valor se aproxima la funcién f (X, y) sin mas que calcular un limite unidimensional.

lim  f(x,y)= lim f(x,y, +m(x—x,))
(x,y)—>(x0.Y0) X=XQ

Y = Yo +M(X=X)

En caso de que el limite doble de f (X, Yy) en el punto (xO ,yo) sea igual a |, se verifica que

todos los limites direccionales a través de rectas pasando por (XO ,yo) también son iguales a | .

Por tanto, en caso de que los limites direccionales a través de rectas dependan del valor de la
pendiente m, resulta que el limite doble no existe, ya que cada recta tiene una pendiente diferente.

Si resulta que los limites direccionales a través de rectas son todos iguales a un valor |, podemos
asegurar que el limite doble, en caso de que exista, ha de ser igual a |. Ahora bien, no podemos
estar seguros de que exista el limite doble.

Ejemplos.
Xy
fxy)=—F"— (X.Yo) =(0,0)
x2 +y
lim f(xy)—limf(xmx)—limm—xz—lim mxt__m
(xy)>00) x>0 -0 x2 +m2x2 x>0 (1+m?)x?  1+m?
y = mXx

Concluimos que el limite doble en el (O , O) no existe ya que los limites direccionales a través
de rectas son distintos, al depender de la pendiente de la recta.

X
f(xy)=—- (X0.¥0) =(0,0)
X+y
lim  f(xy)= limfoomx) = lim—%— = lim—— -1
(x,y)—(0,0) ’y B x—0 ' _xao X+m4x4 _x»01+m4x3 -
y = mx

Concluimos que el limite doble en el (0 , 0), en caso de que exista, es igual a 1. Pero no
tenemos la certeza de que realmente exista el limite doble. En breve, saldremos de dudas.
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b) Limites direccionales a través de curvas.

Consideremos una curva que pase por (XO ,yo). Si nos aproximamos al punto (XO ,yo) a
través de dicha curva, podemos ver hacia qué valor se aproxima la funcién f (x,y) sin mas que
calcular un limite unidimensional. En el caso de que este limite direccional sea distinto del que se
hubiera obtenido mediante rectas se concluye que el limite doble en (XO , yo) no existe.

Ejemplo:

f(X,Y)=X+Xy4 (X .Yo) =(0,0)

Sabemos que el limite doble en el (0,0), en caso de que exista, es igual a 1. Consideremos
ahora diferentes curvas pasando por (0, 0).

(x,yl)l—rQ0,0) f(x,y)= I|m f(x,x )—imxﬂs :!(ILT(])1+X7 =1
y=x?

lim f(x,y)= I|mf(y ,y) = lim 2y2 7 =lim ! =1
(x,¥)-(0,0) y-0y2 4yt y014 y2
x=y?

: ! 11
R AR o L

x=y*

Por tanto, el limite doble en el (0 , 0) no existe ya que no todos los limites direccionales son
iguales.

C) Limites direccionales a través de rectas y curvas.

En el caso de que los limites direccionales a través de rectas y diferentes curvas sean
coincidentes a un valor I, no podemos asegurar con certeza que exista el limite doble; lo Unico
seguro es que, en caso de que exista, ha de ser igual a I.

Ejemplo:
3
X
F(Xy)=—2— (X.¥o) =(0,0)
X“+y
3.3 3,2
) Xm®Xx . m°X
lim f(x, _Ilmfxmx_llm =[lim =0
(x,y)>(0,0) (x.y) ( ) -0 x2 + m2x?  x>01+m?
y = mx
y® y®
lim f(x,y)= I|mf =lim———=Ilim—=——=0
(x,y)—(0,0) (x.y)= (y ) y—>0y4+y2 y—>0y +1
X=y?
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lim  f(xy)= limf(y3,y)=lim—Y —lim—— =0
(x,y)—(0,0) ( y) y—0 (y y) y—0 y6+y2 y—0 y4+1
x=y?
. . oy ! X0
lim f(x,y)=)|(|_r)r(1)f(x,x):llm — = lim > =0

(x,y)—(0,0) x=0 X° + X x=>01+ X

y=x*

uniovi.es

No conseguimos encontrar una curva, a través de la cual el limite direccional sea distinto de O.
Por tanto, debemos pensar en la posibilidad de que realmente existe el limite doble. ;Coémo se

demostraria?

Una posibilidad es pasar de las coordenadas rectangulares (X, Yy) a las Ilamadas coordenadas
polares (r , a). Si se trata de calcular el limite doble en el punto (x0 ,yo), las ecuaciones que

definen el cambio de coordenadas son:
X=X, +rcos(@) , y=y,+rsen(a) r>0 acl0,27)

Condicion suficiente para garantizar la existencia de limite doble de f en (x, ,y,)
Si f(x,y)—1=f(x, +rcos(a),y, +rsen(a)) -1 = g(a).nh(r),

siendo g («) acotada y Iingh(r):O, entonces
r—

0<[f(x,y)=1|=|g(a)h(r)| =|g(@)|h(r)| <Cn(r)] , CeR"

y en este caso podemos asegurar que lim f(x,y)=1
(x,y)=>(x0.Y0)

Ejemplo:
3
X
f(xy)=—>— (%.¥) =(0,0)
X“+y
3 3 3 4 3
2xy 0= 2rcoz(a)r szen (Zz) _r cos(a)zsen () _ 12 cos(a) sen®(a)
X< +y r<cos”(a)+r-sen”(a) r

h(r)=r? verifica Iing h(r) = limr? =0
r—

r—0

g(a) = cos(er) sen® () es acotada ya que ‘cos(a) sen3(a)‘ - |cos(oc)|.‘sen3 (a)‘ <1

3

. X
Hemos demostrado que lim 5 y > = 0
(x)>(0.0) X* +y
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Continuidad de una funcion de dos variables.

Sean f:DcR®? >R vy (XO ,yo) un punto de acumulacion de D, es decir, en todo
entorno de (XO ,yo) existen puntos de D diferentes de (XO ,yo).

f escontinuaen (X,,Y,) < : lim  f(xy)= (X0 Yo)
(x,¥)—>(x0.¥0)

Teorema de Weierstrass.

Sea D un conjunto cerrado y acotado. Si  f es continua en D , entonces f alcanza el
maximo y el minimo (absoluto) en dicho conjunto.

4.4: Derivabilidad de una funcién de dos variables.

Derivadas parciales de primer orden

Se dice que una funcion f:DcR? »> R tiene derivada parcial de primer orden con
respecto a la variable "X" en un punto (X,,Yy,) perteneciente al interior de D, si existe y es
finito el limite siguiente:

lim f(Xo+h,¥o) = F(Xo, o)
h—0 h

en cuyo caso, a dicho valor se le llama derivada parcial de primer orden de la funciéon f con

respecto a la variable "X" en el punto (X, ,Y,) .y se denotapor f,(X,,y,) O (;i(xo, Yo)-
X

Se dice que una funciéon f :D < R?Z 5 R tiene derivada parcial de primer orden con respecto
a la variable "y" en un punto (x0 ,yo) perteneciente al interior de D, si existe y es finito el
limite siguiente:

lim f (X0 Yo +h)— (%o, Yo)
h—0 h

en cuyo caso, a dicho valor se le llama derivada parcial de primer orden de la funciéon f con

respecto a la variable "y" enel punto (X, ,Y,) ,y se denota por f, (Xo,Yo) 0 ﬂ(xo, Yo) -

oy
Ejemplo:
Las derivadas parciales de la funcion f (x,y) = x*> +3y —x+2 enel punto (0,0) son:
2
f.(0,0)= lim f(h,0-1(0,0) _ ,ho=-h+2-2 . p 14
h—0 h h—0 h h—0
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o FOM =00 _ . 3n+2-2

h—0 h h—0 h

fy (O’O): 3

Nota 1.
Las derivadas parciales anteriores también se pueden obtener aplicando las reglas de derivacion
conocidas.

f.(x,y)=2x-1 = f,(0,0)=-1
f,(x,y)=3 = £,(00)=3

Nota 2
En algunas ocasiones hay que recurrir necesariamente a la definicion para calcular las derivadas
parciales de una funcién en un punto.

Ejemplo:
X3
f(x,y)=—— si (x,y)=(0,0) ; £(0,0)=0
X°+y
£ (0,0)= limTMO=1O.0 _ i h_,
h—0 h h—0 h
£,(0,0)= lim &M =1O.0 _;,0_,
h—0 h h—>0h

Derivadas parciales de segundo orden.

0% f o (of

fr (X0, Yo) = ax—z(xo, Yo) = &(&j(xo’ Yo)

0% f o (of
fy (Xo: Yo) = @(Xw Yo) = a—y(&j(xo Yo)

0% f o ( of
fix(Xos ¥o) =T8y(xo’ Yo) =&(5](X0' Yo)

2

f f
fyy(xo’ Yo) = zy_z(xo, Yo) = %(%}(XO’ y0)

Extremos relativos.

Para determinar los extremos relativos de una funcién de dos variables primeramente obtenemaos,
si existen, los puntos (X, , Yo ) tales que f, (X, ,Yo) = f, (Xo,¥o) =0 (puntos criticos).
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Para cada uno de los puntos criticos (x0 , yo) obtenidos, calculamos el determinante siguiente:
| F(X0:Y0)  fiy (X0, Yo)
- fix (X0, Y0)  Fyy (X0, Yo)

Si D>0y f,(X,Y,) >0, entonces f tiene un minimo relativoen (X, , Y, ).

Si D>0y f,(X,Yy) <O, entonces f alcanza un méximo relativo en (X, , Y, ).

Si D <0, entonces f tiene un punto desillaen (X, ,Y,).

Ejemplo:
f(x,y)=x?+y% -2y

f.(xy)=2x=0 < x=0 ;o f(xy)=2y-2=0cy=1
El tinico punto critico es (0, 1)

£ (0, f,(0,1)
f,x(0,0) f, (0,0

0 2>O y f(0,1)>0

‘20

Asipues, f alcanza un minimo local en el punto (0,1).

Extremos absolutos.
Si la funcion es continua y el dominio es un conjunto cerrado y acotado, entonces f alcanza el

méximo y el minimo (absoluto) en dicho conjunto. Tanto el maximo como el minimo se puede
alcanzar en un punto interior del dominio o bien en un punto perteneciente a la frontera.
Supongamos que la frontera del conjunto esta formada por cuatro segmentos.

Se calculan, si existen, los puntos interiores al dominio que anulan simultdneamente a sus
derivadas parciales primeras. Por otra parte, se restringe la funcién a cada uno de los cuatro
segmentos y resultan cuatro funciones de una variable definidas en un intervalo cerrado; para estas
funciones aplicamos lo estudiado en el tema 1.

De esta manera, evaluamos la funciéon en los puntos obtenidos; algunos de ellos pueden
pertenecer al interior del conjunto y el resto serdn puntos pertenecientes a los bordes. EI méaximo
buscado sera légicamente el valor mayor de los que resulten después de realizar las sucesivas
evaluaciones; analogamente el minimo.
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